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Introduction

Dans ce travail, nous présentons certaines notions classiques d’algébre homologique que
nous appliquons par la suite a I’étude des anneaux locaux noethériens réguliers.

Pour la suite de I'introduction, R sera un anneau unitaire (pas nécessairement commutatif)
et M un R-module. Donnons une bréve description de chacune des sections. A la Section
1, on donne une bréve introduction au langage de la théorie des catégories. A la Section
2, on introduit les foncteurs Hompg( , M) Homg(M, ) et &g M. Pour chacun de ces
foncteurs, on introduit la classe de modules acycliques qui lui correspond, a savoir, les
modules projectifs, injectifs, resp. plats. A la Section 3, on formalise les propriétés de la



catégorie des R-modules, g Mod, en introduisant la notion de catégories abéliennes. Par la
suite, on introduit la notion importante de complexes dans une catégorie abélienne donnée.
A la Section 4, on introduit quelques notions de base de ’algébre homologique dans le cadre
des catégories de R-modules : homotopie de complexes, la famille de foncteurs dérivés Tor,
et Ext”, le cone d’un morphisme de complexes, le produit tensoriel de complexes et les
complexes de Koszul associés & une suite d’éléments de R. A la Section 5, on introduit,
dans un premier temps, différentes notions de dimension associées & un R-module M (R est
un anneau quelconque pas nécessairement commutatif) : dimension projective, injective et
plate. Deuxiémement, on introduit deux notions de dimension pour un anneau R donné : sa
dimension globale & gauche ('anneau R est quelconque) et sa dimension de Krull (I’anneau
R est supposé commutatif). Troisiément, on introduit la notion importante de profondeur
associée & un R-module M lorsque R est un anneau commutatif local et noethérien.
Quatriemement, on donne une formule exacte entre la profondeur de M et sa dimension
projective. A la Section 6, dans un premier temps, on dégage certaines propriétés de base
pour les anneaux locaux noethériens. Deuxiémement, on introduit la notion importante
d’anneaux réguliers et on donne une caractérisation de ces derniers en terme de suites
réguliéres. Troisiemement et finalement, on utilise la notion de complexes de Koszul associés
a une suite réguliére afin de montrer le célebre théoréme de Serre qui affirme qu’un anneau
commutatif R, local et noethérien, est régulier, si et seulement si sa dimension globale est
finie. Au passage, nous montrons en plus, que pour de tels anneaux, la dimension de Krull
coincide avec la dimension globale.

1 Catégories et foncteurs

Définition 1.1. Une catégorie C est la donnée de trois éléments :
(i) Une classe d’objets obj(C).

(ii) Un ensemble de morphismes Hom (A, B) pour toute paire ordonnée d’objets (A, B) €
(0bj(C))?.

(iii) Une loi de composition

o: Hom (A, B) x Hom (B, (') — Hom (A, C)
(f,9) —rgof

Ces éléments vérifient les axiomes suivants :
(1) Les ensembles Hom sont disjoints deux a deux.

(2) Pour tout objet A, il existe un morphisme identité 14 € Hom (A, A) tel que foly =
fet 1409 = g pour tout f € Hom (A, B) et pour tout g € Hom (B, A) pour tout
B € obj(C).

(3) La loi de composition o est associative : pour tous morphismes f € Hom (A, B),
g € Hom(B,C) et h € Hom(C,D)ona: ho(gof)=(hog)of



A partir de maintenant, si f € Hom(A, B) et ¢ € Hom(B, C) on écrira habituellement
gf plutot que g o f. Si plus d’une catégorie sont en jeu, alors on écrira Home(A, B) pour
signaler que les objets et les fléches sont choisis dans la catégorie C.

Exemple 1.2.

(i) Ens. Les objets sont les ensembles, et les morphismes sont les applications, avec la
composition usuelle des applications ensemblistes.

(ii) Top. Les objets sont les espaces topologiques, et les morphismes sont les applications
continues avec la composition usuelle.

(iii) Grp. Les objets sont les groupes, et les morphismes sont les morphismes de groupes
avec la composition usuelle.

(iv) Ab. Les objets sont les groupes abéliens, et les morphismes sont les morphismes de
groupes avec la composition usuelle.

(v) Ord. Les objets sont les ensembles ordonnés, et les morphismes sont les applications
croissantes.

(vi) k Mod Les objets sont les R-modules a gauche, et les morphismes sont les R-
morphismes de modules a gauche.

(vii) Modp Les objets sont les R-modules a droite, et les morphismes sont les R-morphismes
de modules a droite.

Définition 1.3. Un foncteur covariant F': C — D d’une catégorie C dans une catégorie
D est une “fonction” telle que :

(i) pour tout A € 0bj(C), F(A) € obj(D),

(ii) pour tout f € Home(A, A") dans C, F(f) € Homp(F(A), F(A')) dans D,
(iii) si f € Home(A, A') et g € Home(A', A”) alors F(go f) = F(g) o F(f),
(iv) pour tout objet A € 0bj(C), F(14) = 1p(a).

Exemple 1.4.
(i) Le foncteur identité 1¢ : C — C, tel que pour tout objet A, et tout morphisme f,
le(A) = A, et 1e(f) = f.
(ii) Le foncteur Oubli qui envoie les objets d’une catégorie sur les objets d’une autre
catégorie en oubliant certaines propriétés : Grp — Ens, Ab — Grp

(iii) Le foncteur Hom F, := Hom¢(A, ) : C — Ens, ot C est une catégorie et A €
obj(C), défini par
(a) Fa(B)= Home (A, B) pour tout B € obj(C),
(b) et si f: B — B’, dans C, alors F4(f) : Hom¢ (A, B) — Home (A, B') est donnée
par Fu(f)(h) = fh pour tout h € Home (A, B).

Lorsque 'application f : B — B’ est fixée, on écrit habituellement
f« : Home (A, B) — Home (A, B')

plutdt que Fa(f). L’application f, est appelée I'image directe par f (push forward).



Définition 1.5. Un foncteur contravariant F' : C — D d’une catégorie C dans une
catégorie D est une “fonction” telle que :

(i) pour tout A € 0bj(C), F(A) € obj(D),

(ii) pour tout f € Home (A, A") dans C, F(f) € Homp(F(A’), F(A)) dans D,

(iii) si f € Home(A, A') et g € Home(A', A”) alors F(go f) = F(f) o F(g),

(iv) pour tout objet A € 0bj(C), F(14) = 1p(a).
Exemple 1.6. Le foncteur Hom F4 := Hom¢( , A) : C — Ens, ot C est une catégorie
et A € obj(C), défini par

(a) FA(B) = Home (B, A) pour tout B € obj(C),
(b) et si f: B — B', dans C, alors FA(f) : Home (B’, A) — Home (B, A) est donnée par

FA(f)(h) = hf pour tout h € Home (B', A).

Lorsque la fleche f : B — B’ est fixé, I'application F4(f) est habituellement notée par

f*:Home (B, A) — Home (B, A) .

On appelle f* le pullback (tiré par en arriére) induit par f.

2 Hom et produit tensoriel

2.1 Modules

Définition 2.1. Soit R un anneau donné. Un R-module a gauche est un groupe abélien
additif M possédant une multiplication R x M — M, notée par (r,m) — rm, telle que,
pour tout m,m’ € M et r,r’ € R,

(i) r(m+m') =rm+rm/,
(i) (r+7")m=rm+r'm,
)
)

(rr ) = r(r'm),
1m

(iii

(iv

Nous avons une définition similaire pour un R-module & droite avec une multiplication
qui est notée par (r,m) — mr.

Définition 2.2. Soit M un R-module. Alors un sous-module N de M (noté N C M) est
un sous groupe N < M qui est stable sous l'action de R, i.e., pour tout r € Ret n € N,
rn € N.

Remarque 2.3. Pour signaler que 'action de R sur M est a gauche on écrira gM. Pour
signaler que 'action d’un anneau S sur M est a droite on écrira Mg. Sauf mention du
contraire, les modules considérés seront toujours a gauche.
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Exemple 2.4.
(i) Tout groupe abélien est naturellement un Z-module.

(ii) Tout anneau R peut étre vu comme un R-module & gauche. Un sous module N C
R = gR n’est rien d’autre qu'un idéal a gauche.

(iii) Soit M un R-module et [ un idéal a gauche de R. Alors

IM = {ZrimizneletmiEM}

i
est un sous-module de M.

(iv) Soit X un sous-ensemble d'un R-module & gauche M. Alors

<X):{Z'rixi:m€Ret:cieX}

finie
est le sous-module de M engendré par X.

Définition 2.5. On dit que M est un R-module libre si M ~ P
d’indices I convenable.

se; 2 pour un ensemble

Définition 2.6. Un R-module M est de type fini sur R si M peut étre engendré par un
ensemble fini, i.e, ’il existe un ensemble fini X tel que M = (X).

Pour la suite du document, nous travaillerons toujours dans une catégorie de R-modules
pour un anneau R donné. Ainsi toutes les suites considérées seront toujours choisies a
I'intérieur d’une catégorie de R-modules.

Définition 2.7. Une suite de R-modules

o M S M, I M
est dite exacte si im f,.1 = ker f,, pour tout n.
Exemple 2.8.

(i) Une suite 0 - A I, B est exacte si et seulement si f est injectif.

(ii) Une suite B % C' — 0 est exacte si et seulement si g est surjectif.
(iii) Une suite 0 — A % B = 0 est exacte si et seulement si A est un isomorphisme.
Définition 2.9. Une suite exacte courte
0-A5BLC =0
est dite scindée s’il existe un morphisme j : C' — B tel que pj = 1¢.
Proposition 2.10. si une suite exacte
05A5BLC—0

est scindée, alors B ~ A® C.

Preuve Facile. [



2.1.1 Foncteur Hom

Définition 2.11. Un foncteur covariant (resp. contravariant) F' : p Mod — Ab est dit
additif si pour tout paire de fleches f,g € Homg(M, N) on a que F(f +g) = Ff + Fg.

Pour la suite, tous les foncteurs considérés F' : g Mod — Ab seront toujours supposés

additifs.

Définition 2.12. Un foncteur covariant F' : g Mod — Ab est dit exact a gauche si
I'exactitude de _
0-A5BLC

entraine ’exactitude de la suite de groupes abéliens
0 F(4) 2% pB) 12 F(0).

Définition 2.13. Un foncteur contravariant F' : p Mod — Ab est dit exact & gauche si
I'exactitude de ‘

A5 B5HC—0
entraine ’exactitude de la suite de groupes abéliens

F(p) (i)

0— F(¢) 22 pB) 29 FA).

Définition 2.14. Un foncteur covariant F' : p Mod — Ab est dit exact a droite si
I'exactitude de _

AL B5HC—0
entraine ’exactitude de la suite de groupes abéliens

F(i) F(p)

F(A) — F(B) — F(C) — 0.

Définition 2.15. Un foncteur contravariant F' : p Mod — Ab est dit exact a droite si
I'exactitude de ‘

0-ASBLC
entraine ’exactitude de la suite de groupes abéliens

FO) 22 By 29 peay - o.

Définition 2.16. Un foncteur covariant (resp. contravariant) F' : p Mod — Ab est dit
exacte, si I’ est exacte a gauche et a droite.

Théoréme 2.17. Soit R un anneau (pas nécessairement commutatif) et X un R-module
a gauche. Soit 0 = A = B2 C' — 0 est une suite exacte de R-modules. Alors

0 — Homp (X, A) 2 Homp (X, B) 2% Homp (X, C),

est une suite exacte de groupes abéliens. En particulier, le foncteur covariant Hompg(X, )
est exzacte a gauche. De maniére similaire, le foncteur contravariant Hompg( |, X) est aussi
exact a gauche.



Preuve Nous montrerons seulement que le foncteur Homg(X, ) est exact a gauche.
La preuve que le foncteur contravariant Hompg( , X) est exact a gauche étant similaire.

(i) keri, = {0}.
Soit f € keri,. Alors i, (f) = 0. Ceci implique que i f(z) = 0 pour tout z € X. Comme
i est injectif, f(z) = 0 pour tout x € X, et donc f = 0.

(il) imi, C ker p,.
Soit ¢ € imi, Alors il existe f € Hompg(X, A) telle que g = i.(f) = if. On a donc
p«(g) = pg = pif =0, ie., i, f € ker(p,).

(iii) ker p, C imi,.
Soit g € kerp,. Alors pg(z) = 0 pour tout x € X. Ainsi g(z) € kerp = imq. 1l
existe donc a € A tel que i(a) = g(x). Comme i est injectif, cet élément a est unique.
Par conséquent, la fonction f : X — A, donnée par f(z) = a si g(x) = i(a), est
bien définie. Nous affirmons que f est R-linéaire. En effet, soit z,2’ € X tels que
9(z) = i(a) et g(z') = i(@). On a g(z + ') = g(z) + g(&') = i(a) + (@) = i(a+a)
Ainsi f(z +2') =a+d = f(z) + f(2') et donc f est additive. De maniére similaire,
soit r € R, x € X et a € A tels que g(z) = i(a). Comme i et g sont R-linéaires on a
g(rx) =i(ra). En particulier, on trouve f(rxz) = ra = rf(x), i.e., f est R-linéaire. Il
suit donc que f € Hompg (X, A). Finalement, pour g € ker p,, on a déja montré que
pour tout z € X, il existe un unique a, € A tel que g(x) = i(a,). Par définition de f
(la fonction associée a g) on a if(x) =i(a) = g(z) pour tout x € X. Ainsi i,(f) = g,
ie., g € imi,.

O

Exemple 2.18. Nous avons vu que le foncteur Hom (covariant ou contravariant) est exact
a gauche. L’exemple suivant montre qu’il n’est pas exact a droite. Considérons la suite
exacte courte

0525Q%Q/z—o0. (1)
L’inclusion naturelle Z/27Z — Q/Z appartient & Homg, (Z/27Z,Q/Z). Ainsi
Homg, (Z/27Z,Q/Z) # {0}.
Or, comme Q n’a pas d’¢lément d’ordre 2, Homy (Z/27Z,Q) = {0}. Ainsi
ps : Homg (Z/2Z,Q) — Homy (Z/27,Q/Z)

ne peut pas étre surjectif. Ainsi le foncteur covariant Hom(Z/27Z, ) n’est pas exact a droite.
Pour le cas contravariant, on peut appliquer, par exemple, le foncteur Hom( ,7Z) a (1).
On a, Homy(Z,Z) # {0} et Homz(Q,Z) = {0} (Z ne contient pas d’élément non-trivial
divisible). Il suit donc que i* : Homy(Q, Z) — Homyz(Z, Z) ne peut étre surjective. Ainsi, le
foncteur contravariant Hom( ,7Z) n’est pas exact a droite.



2.2 Produit tensoriel

Définition 2.19. Soit R un anneau, Ar un R-module & droite et kB un R-module a
gauche. On définit F := ZA*B) (groupe libre engendré par les paires (a,b) € A x B vues
comme symboles) et on définit

S = ((a,b—l— b/) _ (a, b) - (a, b’)’ (a+a’,b) _ (a’ b) . (a’,b), (CL’/’, b) . (a,rb)) < Z(A><B)7

ouna,a € Aet bt/ € B. On définit A®g B := F/S. On appelle A®g B le produit tensoriel
de A et B. La classe (a,b) + S € F/S est notée par a ® b.

En général, A ®g B n’a qu'une structure de groupe abélien. Le groupe A ®gr B est
engendré, comme groupe abélien, par les éléments de la forme a ® b. Un élément a ® b €
A ®pr B est appelé un tenseur simple.

Définition 2.20. Soit R et S des anneaux. On dit que M est un (R, S)-bimodule, ce que
I’on notera par gMg, si M est un R-module a gauche, un S-module a droite, et

r(ms) = (rm)s
pour tousr € R, se€ Set me M.

Proposition 2.21. Soit f: Ap — A, et g : gRB — rB’ des morphismes de R-modules &
droite et & gauche respectivement. Alors il existe un unique morphisme de groupes abéliens,
f ® g, donné par

f®eg: A9 B—-A®B
a®br— f(a)® g(b)

Preuve Ce résultat est une conséquence de la propriété universelle satisfaite par le
produit tensoriel. [

Corollaire 2.22. Considérons la suite de R-modules a droite A > A' L5 A" et la suite
de R-modules & gauche B %> B' %5 B". Alors

(ff@g)o(fog)=(fof)®(d og).

Preuve 1l s’agit d’'un calcul qui est une conséquence directe des définitions de (f' ® ¢’)
et (f®g). O

2.2.1 Foncteur produit tensoriel

Théoréme 2.23. Soit Ag un R-module & droite. Alors il existe un foncteur additif Fy :
rMod — Ab, défini par
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(1) Fa(B) = A®g B,

(2) Fr =14 ®p f pour tout f € Homg(B, B’).

Soit kB un R-module a gauche. Alors il existe un foncteur additif Gg : Mlodr — Ab défini
par

(1) Gp(A) = A®g B,
(11) Fy =g ®p 1p pour tout g € Homp(A, A').

Preuve
(i) On a F4(1p) = 14 ®g 1, car pour tout générateur a ® b, on a
(]-A ®R 13)((1@ b) = (I®R b

Comme les tenseurs simples a ®g b forment un ensemble de générateurs il suit que
1a®r 1 = lagyB)-
(ii) Fa(g'9) =1la®g'g=(la®g)(la®g) = Falg')Falg).
Il suit donc que F4 est un foncteur que nous noterons habituellement par A ®p . Il reste
a montrer qu'il est additif. Soit g, h : B — B’ deux homomorphismes de R-modules. Alors

Falg+h)=14@(g+h) =149+ 14 ®@h = Fu(g) + Fa(h)
OJ
Proposition 2.24. Soit R un anneau, et M un R-module & gauche. Alors 'application
p:Rp M —- M
rem—rm

est un R-isomorphisme.

Preuve On considére 'application ¢ : M — R ®g M,m — 1 ® m. Il s’agit d’'un
R-morphisme. Pour tout m € M, nous avons

pp(m) = p(¥(m)) = p(1@m) =m,
et
Yo(r@m) =P(p(r@m)) =¢(rm) =1 rm=r®@m

Ainsi ¢ et ¢ sont des inverses. [

Théoréme 2.25. Soit A un R-module a droite, et
B4 BL B —0

une suite exacte de R-modules a gauche. Alors

14®s7 14®p

A@RB/—>A®RB—>A®RBH—>O

est une suit exacte de groupes abéliens. Autrement dit, le foncteur covariant A ®gp _ est
exact a droite. De maniére similaire, le foncteur covariant — ®pr C (ot C' est R-module
gauche) est exact a droite.
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Preuve
(i) im(1 ®1) C ker(1 ® p).
Nous avons (1®p)(1®i) =1®pi=10=0.
(ii) Comme im(1 ® i) C ker(1 ® p), il suit que (1 ® p) induit un morphisme

p:(A®g B)/im(1®1i) - A®gr B"

(a®b) — a®pb)
Soit m: A®gr B — (A®g B)/im(1 ® i) la projection canonique. On a
pr(a®b) = (a@p(b) = (1®p)la®b),

et donc pr = 1 ® p. Nous allons montrer que p est un isomorphisme. En particulier,
ceci impliquera que im(1®1) = ker(1®p). Soit a®b” € A® B”. Comme p est surjectif,
il existe b € B, tel que p(b) = V”. On définit

f:Ax B" = (A®g B)/im(1 ®1)

(a,0") = (a®D),

ou p(b) = bv”. Nous affirmons que f est bien définie. Soit by, by € B tels que p(by) =
p(be) = 0". Alors p(by — bg) = 0 et donc (b — bg) € ker p = im(i). Par conséquent, il
existe b’ € B’ tel que i(b') = by — by ; ainsi cela implique que a ® (by —by) = a®i(V') €
im(1 ® i). Comme

a®61:a®b2+a®(b1—62):a®b2,

il suit que f est bien définie. De la définition de f, on voit directement qu’elle est
R-bilinéaire. La propriété universelle du produit tensoriel nous donne un morphisme
de groupes abéliens

f:A®B" - (A®g B)/im(1 ®1)
a®b' — a®b.

Un calcul direct montre que ]?est I'inverse de p. En particulier, p est un isomorphisme.

(iii) 1 ® p est surjectif.

Comme p est surjectif, pour tout b” € B”, il existe b € B, tel que v = p(b). Pour
acAonaa®b’ = (1®p)(a®b). Comme im(1®p) engendre A®p B” comme groupe
abélien, il suit que 1 ® p est surjectif.

Exemple 2.26. Le théoréme démontré précédemment montre que le foncteur A ®p _ est
exacte a droite. L’exemple suivant, montre qu’il n’est pas exact & gauche en général. On
considére la suit exacte

0525 Q—Q/Z— 0.
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Comme (Z/27Z) ®7 _ est exacte a droite, la suite suivante

(Z)2Z) ®2 Z *% (2)22) @2 Q — (Z/2Z) @z (Q/Z) — 0,
est exacte. Par la Proposition 2.24, et la commutativité du produit tensoriel, on sait que
(Z)27) @7 7 ~ (7./27).
Soit a ® q € (Z/27.) ®7 Q un tenseur simple quelconque. Nous avons
a®q=2a®(q/2) =0® (q/2) =0.
Par conséquent, (Z/27) ®7 Q = {0}. Il suit donc que 1 ® i ne peut étre injectif.

Proposition 2.27. On considére le diagramme commutatif suivant avec les fléches pleines

A AL A ——0
fl J/g h
1
B'—=B——>B"—=0
7 q

ou les deux rangées sont exactes. Alors il existe un unique morphisme h : A” — B”,
rendant le diagramme avec la fléeche pointée h, commutatif. En plus, si f et g sont des
isomorphismes, alors h est un isomorphisme.

Preuve Commencons par définir h. Soit a” € A”. Alors il existe a € A tel que p(a) = a”.

On définit h(a”) := qg(a). Montrons que h est bien définie. Soit u € A tel que p(u) = a”;
alors on doit montrer que ¢g(a) = gg(u). Comme p(a) = p(u), on a p(a —u) = 0 et donc
a—u € ker(p) = im(i). Ainsi a — u = i(a’) pour un certain a’ € A. On a donc

qg9(a —u) = qgi(a’) = qjf(a’) = 0,

car ¢j = 0. Donc h est bien définie. Montrons 'unicité de h. Soit b’ : A” — B” une autre
application telle que h'p = gg. Soit a € A tel que pa = a”. Alors

h'pa = h'd" = qga = ha".

Comme p est surjective, il suit que h = h”. Supposons maintenant que f et g sont des
isomorphismes. On va montrer que h est un isomorphisme. Un argument similaire a la
partie ci-haut montre qu’il existe un unique homomorphisme A’ : B” — A” qui rend le
diagramme suivant commutatif :

B —~B—"~B"——0
f—ll lg—l h/
\

A e A A7 —0)

On a
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(i) W'hp = W qg = pg~—tg = p; comme p est surjective il suit que h'h = Id g»,

(ii) hh'q =hpg™" = qgg™"
Ceci termine la preuve. [J

= ¢; comme ¢ est surjective il suit que hh/ = Idgn.

Proposition 2.28. On considére le diagramme commutatif suivant avec les fléches pleines

0—= A —>A—L> A"

f g lh
1
0 B’ B B

i q

ot les deux rangées sont exactes. Alors il existe un unique morphisme f : A” — B’ rendant le
diagramme avec la fleche pointée f, commutatif. En plus, si g et h sont des isomorphismes,
alors f est un isomorphisme.

Preuve Il s’agit d’une chasse au diagramme ; la preuve étant similaire a la preuve de
la Propositon 2.27. [

2.3 Modules projectifs

On supposera toujours que les fleches considérées sont prises dans la catégorie des R-
modules & gauche.

Théoréme 2.29. Soit F' un R-module libre. Sip : A — A" est surjectif, alors pour tout
h:F — A" il existe g (non unique en général) tel que le diagramme suivant commute :

A AV —0.

Preuve Soit B une R-base de F. Comme p est surjectif, pour tout b € B, il existe
ap € A tel que h(b) = p(ap). Par axiome du choix, il existe une fonction u : B — A définie
par u(b) = a, pour tout b € B ; et par linéarité, ceci nous donne un R-morphisme

g:F— A
bl—>CLb

On a pg(b) = p(ay) = h(b). Ainsi pg coincide avec h sur la base B et comme g(B) = F on
obtient pg = h. U

14



Définition 2.30. Un R-module P est projectif si, pour chaque morphisme p surjectif et
h quelconque (tels qu'illustré dans le diagramme ci-bas), il existe un morphisme g tel que
le diagramme suivant commute :

g
p

A= A —0.

Proposition 2.31. Un R-module P est projectif si et seulement si tout suite exacte courte
0> A5 B2 P— 0 est scindée. En particulier, P est un facteur direct de B.

Preuve Facile. O

Théoréme 2.32.

(i) Un R-module P est projectif si et seulement si P est un facteur direct d’un R-module
libre.

(ii) Un R-module de type fini P est projectif si et seulement si P est un facteur direct de
R™ pour un certain n.

Preuve Facile. [

Corollaire 2.33. (i) Tout facteur direct d’un module projectif est projectif.

(i) Toute somme directe d’une collection de modules projectif est encore projectif.

Nous avons vu que tout R-module libre est projectif, 'exemple suivant montre qu’en
général I'inverse est faux.

Exemple 2.34. Nous avons Z/6Z = (2) @ (3). De plus, Z/6Z est un module libre sur
lui-méme, par conséquent, (2) ~ Z/3Z est projectif. Comme 3 -2 = 0, il suit que (2) n’est
pas libre sur Z/6Z.

Proposition 2.35. Soit (R, m) est un anneau local et M un R-module de type fini. Alors
les énoncés suivants sont équivalents :

1. M projectif.
2. M est plat.
3. M est libre.

Preuve Voir la Proposition 6.10 dans le présent travail. [

Remarque 2.36. Kaplansky a montré que ’hypothése que M est de type fini est en fait
superflue, voir [5].
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Proposition 2.37. Un R-module P est projectif si et seulement si le foncteur covariant
Homp (P, ) est exacte.

Preuve On considére une suite exacte courte quelconque
045 A5 A4 50

Comme Hompg (P, ) est exacte a gauche, il suffit de montrer qu'il est exacte a droite, i.e,
que p, est surjectif. Si P est projectif, alors pour tout h : P — A", il existe g : P — A
tel que h = pg. Ainsi, h = pg = p.(g) € imp,, et don p, est surjectif. Supposons que
Hompg (P, ) est exacte a droite. Alors p, est surjectif : si h € Homp (P, A”), alors il existe
g € Hompg (P, A) tel que h = p.(g) = pg. Ainsi le diagramme de la Définition 2.30 commute,
et donc P est projectif. [

2.4 Modules injectifs

Définition 2.38. Un R-module E est dit injectif si pour chaque morphisme ¢ injectif, et
f quelconque (tels qu’illustrés dans le diagramme ci-bas), il existe un morphisme g tel que
le diagramme suivant commute :

E
Y
0—A——B~B

Proposition 2.39. Le R-module E est injectif, si et seulement si toute suite exacte

0sESBABC S0

est scindée. En particulier, E est un facteur direct de B.

Preuve Facile. [

Proposition 2.40.

(i) Tout produit direct de modules injectifs est injectif. En particulier, une somme directe
finie de modules injectifs est injectif.

(ii) Tout facteur direct d’'un module injectif est injectif.

Preuve Facile. [

Proposition 2.41. Un R-module est injectif si et seulement si le foncteur contravariant
Hompg (_, F) est exact.

16



Preuve Comme Hompg (_, E) est exacte a gauche, il suffit de montrer que i, est surjectif
quand i est injectif. Si f € Hompg (A, F) il existe ¢ € Hompg (B, E) tel que f = i*(g) = gi.
Ainsi le diagramme de la Définition 2.38 commute, et donc E est injectif. Si E est injectif,
alors pour tout f € Hompg (A, F), il existe g € Hompg (B, F) tel que f = gi = i*(g) € imi*.
Ainsi le morphisme * est surjectif, et donc Hompg (_, F) est exacte. [

2.5 Modules plats

Définition 2.42. Un R-module & gauche A est dit plat si le foncteur covariant A ®p
est exacte.

Proposition 2.43. (i) Le R-module R est plat.

(ii) Une somme directe de R-modules est un module plat si et seulement si chaque facteur
direct est plat.

(iii) Tout R-module projectif P est plat.

Preuve
(i) Puisque R ®g M ~ M pour tout R-module M.

(ii) Par la distributivité de la somme directe sur le produit tensoriel combinée avec la
projection et I'injection canonique.

(iii) Si P est projectif, alors P @ @ = F ou F est un R-module libre. Par le (i), on sait
que F' est plat. Finalement, comme (P®r )@ (Q ®r )~ F ®gr _ est exact, il suit
que P ®p _ est exact et donc P est plat.

O

Théoréme 2.44. Soit R un anneau commutatif et S C R un ensemble multiplicativement
fermé. On a un homomorphisme naturel d’anneauxr ™ : R — S™'R donnée par r T et
donc on peut voir ST'R comme un R-module. Alors ST'R est un R-module plat.

Preuve Soit f : A — B un morphisme injectif de R-modules. Montrons que 1 ® f :
STTR®r A — S7'R ®p B est injectif. Soit w € S™'R ®p A. Alors il existe s; € S et
a; € A tels que u = isi_l ® a;. En particulier, on a u = ZZ%’ ®a; =t ® Y ta; ou
t=1Lsiett, = s_t, En particulier, chaque élément de S™'R ®x B peut étre écrit comme
un tenseur simple. Soit u = s7! ® a € ker(1® f). Alors (1® f)(u) = s' ® f(a) =0 et
donc, aprés multiplication par s, on trouve 1® f(a) = 0 dans S™'R®px B. Par conséquent,
il existe t € S tel que tf(a) = f(ta) = 0. Comme f est injectif, il suit que ta = 0. Donc
1 ®ta = t(1 ® a) = 0. Finalement, puisque ¢ € S, nous pouvons multiplier par ¢t~ dans
SR ® B pour trouver 1 ® a = 0. Donc 1 ® f est injectif. O

Exemple 2.45. Nous avons vu que tout R-module projectif est plat. L’exemple suivant
montre que la réciproque est fausse en général. Comme Q = Frac(Z) = S™'Z, ou S =
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Z\{0}, il suit que Q est un Z-module plat. Si Q était projectif, alors Q serait un facteur
direct d’'un module libre F'. Ceci est impossible. En effet, supposons que Q soit un facteur
direct d'un Z-module libre F'. Soit p : F' — Q la projection naturelle et ¢ : Q — F' 'injection

naturelle. Soit (e;); une base de F. On a i(1) = >_7_, aje; pour certains a; € Z. On pose

N =1+max{a; :0<j<n}. Onai(l)=N- i(y) = i1 ajej. Par conséquent Nla;

pour tout j. Finalement, comme N > a; pour tout j, a; = 0, et donc 1 = pi(1) = p(0) =0,
ce qui est absurde.

On a cependant la réciproque partielle suivante :

Théoréme 2.46. (Lazard) Soit M un R-module plat. Alors M est isomorphe & une limite
directe de R-modules libres de type fina.

Preuve Voir le Théoréme 5.40 de [10]. O

3 Complexes

3.1 Catégories abéliennes

Définition 3.1. Une catégorie C est dite additive si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Home (A, B) est un groupe abélien pour tout A, B € obj(C).

a /
(ii) Pour tout X,Y € obj(C), et pour tout diagramme X — A —= B %Y ona

g
(1) b(f +g) =0bf + by,
(2) (f+9g)a= fa+ga.
(iii) La catégorie C a un objet nul, i.e, un objet qui est a la fois initial et final.
(iv) La catégorie C contient les produits et les coproduits finis de ses objets.
Définition 3.2. Un morphisme u : B — C' dans une catégorie C est un monomorphisme

si u est simplifiable & gauche, i.e, pour tout objet A et pour toute paire de morphismes
fig: A— B, uf =ug implique f = g.

Remarque 3.3. On voit que v : B — C' est un monomorphisme si et seulement si, pour
tout objet A, le morphisme induit u, : Hom (A, B) — Hom (A, C) est injectif.

Définition 3.4. Un morphisme v : B — (' dans une catégorie C est un épimorphisme si
v est simplifiable a droite, i.e, pour tout objet D et tout morphismes h, k : C' — D, hv = kv
implique h = k.

Remarque 3.5. On voit que v : B — C' est un épimorphisme si et seulement si, pour tout
objet D, le morphisme induit v* : Hom (C, D) — Hom (B, D) est injectif.
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Définition 3.6. Soit u : A — B un morphisme dans une catégorie additive. Alors un
noyau de keru, lorsqu’il existe, est un morphisme ¢ : K — A qui satisfait la propriété
universelle suivante : uz = 0 et pour tout g : X — A avec ug = 0, il existe un unique
0:X — K tel que if = g.

X

SIGE\K
v g

Remarque 3.7. Notons qu’un noyau de ker u, lorsqu’il existe, est unique a unique isomorphisme
prés. Ainsi lorsque qu’'un noyau & une fléche u existe on pourra sans danger utiliser I’article
défini “le”.
Définition 3.8. Soit u : A — B un morphisme dans une catégorie additive. Alors un
conoyau de coker u, lorsqu’il existe, est un morphisme 7 : B — C' qui satisfait la propriété
universelle suivante : 7u = 0 et pour tout h : B — Y tel que hu = 0, il existe un unique
0:C =Y tel que O = h.
A—~B-—"=(C
h
N \;/3!0
Y.
Remarque 3.9. Notons qu'un conoyau de keru, lorsqu’il existe, est unique a unique
isomorphisme preés. Ainsi lorsque le conoyau d’une fléche u existe, on pourra, sans danger,
utiliser I'article défini “le”.
Proposition 3.10. Soit u : A — B un morphisme dans une catégorie additive A.

(i) Si keru existe, alors u est un monomorphisme si et seulement si

ker u = 0.
(ii) Si coker u existe, alors u est un épimorphisme si et seulement si
coker u = 0.

Preuve Montrons le (i). Soit i : K — A le noyau de la fleche u : A — B.

(<) Supposons que keru = 0, i.e., i = 0. Soit g : X — A une fleche telle que ug = 0. La
propriété universelle du noyau (i : K — A) nous donne un (unique) morphisme 0 : X — K
tel que ¢ = 61 = 00 = 0. Soit maintenant f, g deux fleches telles que uf = ug. Alors
u(f —g) = 0. Par le raisonnement, précédent, ceci implique f — ¢ = 0. Ainsi f = g et donc
u est un monomorphisme.

(=) Supposons que u : A — B soit un monomorphisme. On a wi = 0 = u0. Comme
u est simplifiable, il suit que ¢ = 0. La preuve de (ii) est laissée au lecteur puisqu’elle est
“duale” a celle de (i). O

Définition 3.11. Une catégorie C est une catégorie abélienne si elle est une catégorie
additive qui satisfait les deux conditions supplémentaires suivantes :
(i) Tout morphisme admet un noyau et un conoyau.

(ii) Tout monomorphisme est un noyau et tout épimorphisme est un conoyau.
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3.2 Complexes

Définition 3.12. Un complexe de chaines (ou complexe tout simplement lorsque le
contexte est clair) dans une catégorie abélienne 4 est une suite d’objets et de morphismes
de A (appelées différentielles),

(Cordd)=... = Coy &5 0 I 00—

tels que d,d,+1 = 0 pour tout n € Z. Un complexe de cochaines (ou complexe tout
simplement lorsque le contexte est clair) dans une catégorie abélienne A est une suite
d’objets et de morphismes de A (appelées différentielles),

(Corda) = ... = Cp & Oy 255 Oy —
tels que d,1d, = 0 pour tout n € Z.

Définition 3.13. Si (C,, d,) et (C,, d.) sont des complexes de chaines, alors un morphisme
de complexes

f=1: (C.,d.) — (C/.,d,,)
est une suite de morphismes f,, : C;,, — C! pour tout n € Z, rendant le diagramme suivant
commutatif :

dn+1 d
S L s Ao N

lfn-kl lfn lfn—l
d’ d’

' ntl / n !
e Oy

La composition de deux morphismes de complexes
f' : (C°7d°) — (C/ud,o) et Ge - (C/.7d/0) — (C/olvd/o,)

est un morphisme de complexes tel que : (¢f), = gnfn. On a des définitions similaires pour
les complexes de cochaines.

Définition 3.14. Si A est une catégorie abélienne, la catégorie de tous les complexes dans
A est notée par Comp(.A). Si R est un anneau, alors Comp(r Mod) est notée par rkComp,
ol tout simplement Comp lorsque le choix de I'anneau R est clair selon le contexte.

(i) Un isomorphisme dans Comp est un morphisme de complexes
fo: Co — C, tel que : f, : C,, — C! est un isomorphisme dans A pour tout n € Z
(la suite des inverses f, ! est automatiquement un isomorphisme de complexes).

(ii) Si((CL,d.))ics est une famille de complexes, alors leur somme directe est le complexe :
D= Doy o B @
ou @;d!, agit coordonnée par coordonnée ; ®;d’, : (') — (dich).
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(iii) Une suite de complexes :
m+1 m
et I om I omet
est exacte si im f™*! = ker f™ pour tout m € Z.

Remarque 3.15. Une suite exacte courte de complexes peut étre visualisée par le diagramme
suivant

0 Cri it Chnt s Cpa—0
dln+1 dn+1 dlyi+1
0 c ", 0
d, d, dp
0—=C Lo, Lo

ou les rangées sont exactes. Notons qu'une suite de complexes

n+1 n
NG/ R AN ¢ AN ol NN

est exacte si et seulement si pour tout m € Z, le complexe respectif
T O AR G Ot SN
est exact.

Exemple 3.16.

(i) Si A € obj(A) et k € Z, alors la suite ¢*(A) dont le k-iéme terme est A, et les autres
termes sont 0 et ou tous les différentielles correspondent au morphisme nul, est un
complexe appelé A concentré en degré k.

(ii) Le morphisme f : A — B définie un complexe X*(f), dont le k-iéme terme est A, le
(k—1)-iéme terme est B, et les autres termes sont 0, avec f pour k-iéme différentielle :

SHf)=...50202A4ALB5050—....

dit f concentré en degré (k,k —1).

(iii) Une suite exacte courte peut étre vue comme le complexe :

502502 ASBLHC 500,

avec A placé en degré 2, B placé en degré 1 et C' placé en degré 0.
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Définition 3.17. Une résolution de A, ou A € obj(zkMod), est une suite exacte :

P= P3P %pS450

ot les P; sont des modules quelconques. Une résolution projective de A est une résolution
de A ou chaque P, est projectif. Une résolution libre d’'un module A est une résolution
de A ou chaque P, est libre. Une résolution plate d’'un module A est une résolution de A
ou chaque P, est plat. Si P est une résolution projective de A, alors sa résolution projective
réduite est le complexe :

P,= =P %pP%p o0
ou Fy est placé en degré zéro.
Théoréme 3.18. Tout R-module A admet une résolution libre (en particulier projective et

plate).

Preuve Il existe un module libre Fj et une suite exacte :
0 K1 & Fy S A— 0.

On peut appliquer le méme raisonnement a Kj. Ainsi il existe un module libre F} et une
suite exacte : ‘
O—>K22—2>F1€—1>K1—>0

En combinant les deux suites exactes nous obtenons le diagramme :

ol o Fy
K,

En itérant cette construction, on obtient une famille de modules libres F), qui s’organisent
en une résolution de A. [

0 Ko | 0,

Définition 3.19. Une résolution injective de A, ou A € obj(rMod) est une suite exacte
0 1
E=0-A2E LB S E -

ot chaque E™ est injectif (notons que le sens des fleches a changg, il s’agit d'un complexe
de cochaines). Si E est une résolution injective de A, alors sa résolution injective réduite
est le complexe :

E =0 B0 S pt &g

Proposition 3.20. Tout R-module A admet une résolution injective.
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Preuve Tout R—module peut étre plongée dans un R-module injectif (voir Théoréme
3.38 de [10]). Il existe donc un module injectif E°, une injection n : A — E°, et une suite
exacte

0 AL E" S V050,
o V9 = coker n = E°/n(A) et 7 correspond a la projection canonique. De maniére similaire,
on plonge V° dans un module injectif E! pour construire une autre suite exacte courte. En
combinant les deux suites exactes courtes on trouve :

0 A" o @ B! V! 0,
N
‘/0

En itérant cette construction, on construit une suite de modules injectifs (E*) qui s’organisent
en une résolution injective de A. [

4 Homologie

Définition 4.1. Soit (C,d) un complexe de chaines dans Comp(zrMod). On définit
(i) n-chaines := C,,
(ii) n-cycles := Z,(C) = kerd,,
(iii) n-bords := B,(C) =imd,;.

Définition 4.2. Si C est un complexe dans Comp(zrpMod), et n € Z, alors son n-iéme
groupe d’homologie est

H,(C):= Z,(C)/B,(C).
Pour tout z € Z,,(C) nous posons cls(z) = z +
z.

B,(C), appelée la classe d’homologie de
Proposition 4.3. H,, : Comp(zpMod) — r Mod est un foncteur additif pour tout n € Z.

Preuve Nous avons, déja défini les objets H,(C). Si f : (C,d) — (C’,d’) un morphisme
de complexes, alors nous définissons :
H,(f) + Hy(C) — H,(C')
cls(z,) ¥ cls(fnzn)-

Comme f est un morphisme de complexes, le diagramme suivant commute :

dnt1 dn
C(n—l—l > (jn > (jn—l

fn+ll fnl lfnl

i (j/ i
n+1 y n ’ n—1
dy i d

n
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Si z € Z,(C), alors d,z = 0. Par la commutativité du diagramme nous avons d, f,z =
fn_1d,z = 0 et donc f,z € Z,(C'). Montrons que H,(f) est bien définie. Soit z + B, (C) =
y + B,(C). Alors z —y € B,(C) et donc z — y = d,;1¢ pour un certain ¢ € C, ;. Par
conséquent,

Jnz = fay = fadnpic = d/nJrlfnJrlc € Bn<C/>7

et donc cls(f,z) = cls(fpy). Il suit H,(f) es bien défini. Un calcul direct montre que
H,(1¢) = 1u,(c)- Si f et g sont des morphismes de complexes, alors

H,(9f)(cls(2)) = cls((gf)nz) = cls(gnfnz) = Hn(g)Hn(f)(cls(2)).

Ainsi H,, est un foncteur. Finalement, remarquons que

Hy(f + g)(cls(z)) = cls(fnz + gn2) = (Ha(f) + Hn(g))(cls(2)),

et donc H,, est additif. Ceci termine la preuve. [

Définition 4.4. Nous appelons H,(f) le morphisme induit, et nous le notons f,..

4.1 Suite exacte longue

Proposition 4.5. Soit
0-C5CcB5C -0
est une suite exacte courte de complexes. Alors, pour tout n € Z, il y a un morphisme dans

RMOd
B, - Hy(C") — Hy_1(C')

défini par

Oy = cls(2)) v cls(i ! d,p, 12,

Convention : Dans une chasse au diagramme, si f : A — B est une application, alors
la notation f~'(b) devra étre interprétée comme comme un choix (arbitraire) d’un élément
dans I'ensemble image inverse f~!(b).

Preuve Considérons le diagramme commutatif suivant ou les lignes horizontales sont

24



exactes :

, Int1 Prtl
00— Clyy 25 Gl 250 —— 0
Ayt dnt1 dyy
7
0 C,—" s, ==y 0
dy, ( dp, dp
O C, in—1 C Pn—1 C,/ O
n-1l— = %n-1—" ~Lp 17—~

Soit 2" € CV tel que d!'z" = 0. Comme p,, est surjectif, il existe ¢ € C,, tel que p,c = 2"
et d,c € Cp—y. Comme le carré (CV,C,,Cn_q1,C!_|) commute, nous avons p,_1(d,c) =
d!(pnc) = dl2" = 0, ainsi, d,c € kerp,_1 = imi,_1. Comme 4, ; est injectif, il existe un
unique ¢ € C! ;| avec i,,_1¢ = d,c. On définit

On: Zi — CV /B,
2w cls(d)eCr_ /Bl
Montrons que 9, est bien définie. Soit & € O, tel que p,¢ = 2". Alors (¢c—¢) € kerp, = imi,
Ainsi il existe v’ € C/, tel que i,u’ = (¢—¢). Comme le carré (C!,C! ., C,_1,C,) commute,
Nous avons
in1diu’ = dyinu’ = dye — dye.

Par conséquent, i, d,c —i."' d,é = d,u' € B,_,. Nous avons donc
cls(i; t dnc) = cls(i, ! d,é),
ce qui implique que 9, est bien définie. Montrons que d, est un morphisme. Soit 2,2 ezl
et ¢1,c0 € G, tels que p,cp = 21 et ppca = 25, Alors p,(c1 + ¢2) = (27 + 25). Comme la
définition de 0, ne dépend pas du choix de ¢ tel que p,c = (2] + 24), nous pouvons prendre
¢1 + ¢o comme préimage de 27 + 2 pour Papplication p,. Ainsi
u(els(Z, + ) =1 Her4+ )+ B =1 er+ v s + B,
= 3, (cls(2})) + Dn(cls(2])).

/ / e 1% P~ . / / .
Montrons, que ¢ € Z/ |, ainsi I'image de 0, sera en fait dans Z/ ,/B! ;. Le carré
cr_,,C_,,Ch_s,C,_1) commute, ainsi nous avons

n
n_adl, ¢ =d,_1i '=d,_1dc=0
In—2Q, 1C = Up-1lp—1C = Up-10pC = U.

Comme i,,_5 est injectif, d/,_,¢ = 0et donc ¢ € Z/_,. Montrons, maintenant, que 5n(B;{) =
{0}. Soit ¢" € By, et u € Cyiqr. On pose 2" = d; " € B et ¢ = pppiu. La
commutativité nous donne

/! /! /! "
Prlpyru = dy \ppyu=d, ¢ = 2",
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On choisit d,1u comme préimage de 2” par 'application p,!. Par conséquent,
cls(iydpdpyiu) = cls(0) € Z,,_,/B._,,
car i,_1 est injectif. Ainsi, 5n descend en un morphisme 9, : H,(C") — H,_1(C'). O

Définition 4.6. Le morphisme 9, : H,(C") — H, 1(C') est appelé¢ le morphisme
connecteur.

Théoréme 4.7. Suite exacte longue. Soit
(Y o RN o I o |
une suite exacte courte de complexes. Alors la suite suivante est exacte :

e Hot(C7) 22 H(C) 2 H(C) 22 HL(CF) 25 H (T — .

Preuve Pour alléger la notation, on notera i,, par i., pn,. par p, et d, par 0.

(i) im i, C kerp, :

(ii) kerp, Cim i, :
Soit ¢ € Z,, := Z,(C). On va montrer qu'il existe ¢ € Z!, = Z,(C’) tel que i,(cls(c)) =
cls(c). On a p, cls(z) = cls(p,z) = cls(0). Ainsi p,z = d],,,¢" € Bj, pour un certain
" e C) . Comme p,y est surjectif, ¢ = p,41c pour un certain ¢ € Cy4q. Par la
commutativité, on trouve

Pnz = dZJrlC// = d/r;Jrlpn-HC = pndn+1C>
et donc p,(z — d,,11¢) = 0. Par Uexactitude, il existe ¢’ € C! tel que i,,¢' = z — d,, 1.
Ainsi,
in_1d, ¢ = dpind = dyz — dydpy1c = dpz =0,

la derniére égalité provenant du fait que z € Z,,. Comme 1,,_; est injectif, il suit que
d,c =0, et donc ¢’ € Z. Nous avons donc

ins Cls(c') = cls(ind) = cls(z — d,10) = cls(2).

(iii) im p, C ker 0 :
Soit z € Z,. On a

Op. cls(z) = Ocls(ppz) = cls(iy,* dnp;, 'pnz) = cls(i *d,2) = cls(0),

la derniére égalité utilisant le fait que z est un cycle et que 7,,_1 est injectif.
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(iv) kerd C im p, :
Soit 2" € Z" := Z,(C") tel que dcls(2") = cls(0) € Z' /B.. Alors 2’ =i " d.p; 2" €
B! _,. Par conséquent, z’ = d,¢ pour un certain ¢ € C!. De plus,

in1? = in_1d,c = dpinc = d,p, 2",
et donc d,(p,, 2" — i,c) = 0. Comme (p,'2" —i,c') € Z,, de I'exactitude, on trouve
pycls(p, 2" —incd) = cls(pup, 2" — puinc) = cls(2").
(v) im 0 C keri, :

On a
i,0cls(2") =i, cls(i, * dnp;, ") = cls(d,p, 2") =0,

et donc 7,0 = 0.

(vi) keri, Cim O :
Soit 2/ € Z! tel que i, cls(2’) = cls(in2") = cls(0). Alors 4,2" = d,11¢, pour un certain
c € Cyy1, Par la commutativité, on trouve

dg+1pn+1c = Pnlni1C = Ppinz’ = 0.
Ainsi p,1c € Z!. Finalement, remarquons que
dcls(pnirc) = cls(iy, " duy1pyi1Pnric) = cls(iy ' doyac) = cls(iy Vin2') = cls(2)).
OJ

Corollaire 4.8. (Lemme du Serpent). On considére le diagramme commutatif suivant
ou les lignes sont exactes :

0—=A— = A——> A" 0 (2)

IR

0 B’ B B 0.

Alors, nous avons la suite exacte :

0 — ker f — ker g — ker h — coker f — coker g — coker h — 0.

Preuve Dans le théoréme 4.7, nous prenons :
1) C =004 B o0
2)C=0-0-A4A2%p 500

(3) C" =004 % Br 050,

27



En particulier, on a la suite exacte courte de complexes 0 — C' — C — C” — 0. Nous

trouvons :
{0}/{0} — ker f/{0} — ker g/{0} — ker h/{0}
— B'/im f — B/img — B"/imh — {0}/{0}.
Ainsi
0 — ker f — ker g — ker h — coker f — coker g — coker h — 0. (3)
U

Théoréme 4.9. (Naturalité du Lemme du serpent) On peut superimposer deuz diagrammes
semblables a (2) et relier ces derniers par des fleches de sorte que le diagramme suivant
soit commutatif :

0 A, By Cy 0
/ az / bo / 2
0 Ay By 4 0
al L by ‘/ Cc1 l
0 \ Al Bj Cy 0
0 Al B cr 0

Alors le diagramme ci-bas commutatif :

0 —— kerag —— kerby — kercy B coker ay — coker by —— coker cg ——= ()

S T T

0 ——=kera; —— ker by —— ker ¢ _h coker a; —— coker by —— coker¢; ———=0

Preuve Exercice. 0O

Théoréme 4.10. (Naturalité de I’homomorphisme connecteur ) Soit C := Comp(r Mod)
la catégorie abélienne des complexes de R-modules. On considere le diagramme commutatif

sutvants dans C
0 A’ A A" 0

1717

0 B’ B B” 0.
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ot les lignes sont exactes. Alors le diagramme suivant commute

= Hy(A) —= H,(A) — H(A") —2~ H,_|(A) —— ...

( (

B)—— H,(B")—2~ H, (B) —....

Preuve Exercice. [

4.2 Homotopie entre deux complexes

Définition 4.11. Soit C et D des complexes, et p € Z. Un p-morphisme de degré k,
est une famille de morphismes s = (s,) ou s, : C,, — D, pour tout n. (le “p” dans
p-morphisme est pour pseudo ou presque ce qui nous permet de distinguer cette notion
avec la notion de morphisme de complexes de degré k). Notons qu’on ne requiert pas que le
complexe total commute, i.e., que 0, 1S, = S,+10,, ainsi il ne s’agit pas d’une morphisme
de complexes en général. On écrit habituellement un tel p-morphisme entre deux complexes

sous la forme s : C — D.

Définition 4.12. Les morphismes de complexes f, g : (C,d) — (C',d’) sont homotopes,
si il existe un p-morphismes de degré 1, s = (s,,) : C — C’ tel que :

fn —Ggn = derJrlsn + Sn—ldn

dn+1 d
> n+1 — Cn = Cn—l >

| A A

—C c, /

1 -1
", d, "

Pour indiquer que f et g sont homotopes on écrira f ~ g. Un morphisme de chaine f :
(C,d) — (C',d) est dit nul-homotope si f ~ 0.

Théoréme 4.13. Soit f,g : (C,d) — (C',d') deux morphismes de complexes tels que
f~g. Alors
frx = Gnw 0 Hy(C) — Hn(cl)a

pour tout n.

Preuve Soit z € Z,,(C). Alors d,,z =0 et
fTZZ — gnZ = dngrlSnZ + Sn—ldnz - d/nJrlan € Bn(C/)

Ainsi f. = gny. O
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Définition 4.14. Un complexe C est dit contractile si 1¢ ~ 0.

Proposition 4.15. Si un complexe C est contractile, alors il est exacte.

Preuve Comme 1¢ ~ 0, pour tout cls(z) € H,(C), on a
cls(z) = cls(1cz) = (1c)« cls(z) = 0. cls(z) = cls(0).
Ainsi H,(C) = {0} pour tout n. O

Définition 4.16. Soit f : C — C’ un morphisme de complexes. On dit que f est un
quasi-isomorphisme si f,. : H,(C) — H,(C') est un isomorphisme pour tout n

4.3 Foncteurs dérivés

Théoréme 4.17. (Théoréme de Comparaison). Soit f : A — A’ un morphisme dans
une catégorie abélienne A. On considére le diagramme suivant

P-.p Np .4 0
Y Y Y

/ / / /

Py Pl P —~ A 0

ot les les lignes horizontales sont des complexes. St tous les P, sont projectifs, et la ligne
du bas est exacte, alors il existe un morphisme de complexes f : Pa — P’y qui rend le
diagramme commutatif. En plus, si un autre morphisme de complexe g : P4 — P’ 4 rend
le diagramme commutatif, alors f ~ q.

Remarque 4.18. L’énoncé dual au Théoréme 4.17 est aussi vrai lorsque I'on remplace les
complexe de chaines par les complexes de cochaines.

Preuve Nous procédons par induction sur n > 0 afin de montrer I'existence des f,,.

Etape n = 0 : On considére le diagramme suivant :

Fy

&

Comme ¢’ est surjectif, et Py est projectif, il existe un morphisme fo : Py — P} qui rendant
le diagramme commutatif.
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Etape n > 1 : On considére le sous-diagramme suivant :

dn+1 dn
Pn+1—>Pn—>Pn—1

fnl =

P/ Pl —— P/

1 -1
n+ d'/n,+1 n d% n

Par commutativité du diagramme, on a d, fndnH = fndndnH = 0. Par conséquent, im ( fndnH) C
kerd/, = imd, ;. Ainsi, on peut considérer le diagramme

Pn+1

fn+1 . l ]
fndn+1

e

/ : !
P d—,>1maanrl —0.
n+1

Comme P, est projectif, il existe un morphisme f,41 : Poy1 — P’ rendant le diagramme
commutatif. Par induction, le résultat suit. La preuve de 'unicité de f, & homotopie prés,
est laissée au lecteur. [

Définition 4.19. On dit qu’une catégorie abélienne A a suffisamment d’objets projectifs
(resp. d’objets injectifs), si pour tout objet C' € obj(.A) il existe un épimorphisme f : P — C
(resp. un monomorphisme ¢ : C'— E) ou P est projectif (resp. ou E est injectif).

Remarque 4.20. Soit R un anneau. Alors la catégorie g Mod a suffisamment d’objets
projectifs. En effet, pour tout R-module M il existe un module libre F' et un épimorphisme
f:+ F — M. On aaussi vu auparavant que gk Mod admettait suffisamment d’objets injectifs.

Définition 4.21. Soit 7' : A — C un foncteur covariant (pas nécessairement exact a
droite) entre deux catégories abéliennes o A admet suffisamment de projectifs. Nous allons
construire une famille de foncteurs associées a T', L, T : A — C pour n > 0. Les foncteurs
L, T sont appelés les foncteurs dérivés a gauche de T. Les foncteurs L, T mesureront en
quelque sorte le défaut d’exactitude a gauche du foncteur 7.

(i) Objets : Nous prenons une résolution projective de A
P=.. PR 2P %P 5450

puis nous appliquons le foncteur 7" & la résolution réduite associée P 4. Ainsi TP 4 est
un complexe, non exact en général. On définit

(LoT)A = H, (TP ).

(ii) Morphismes : Soit f : A — A’ un morphisme. Par le théoréme de comparaison,
il existe un morphisme de complexes f : P4 — Pa. Nous définissons (L,T)f :
(L,TYA — (L,T)A’ par

(LuT)f == Ho(Tf) = (T )ns-
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Soit S : A — C un foncteur covariant (pas nécessairement exact & gauche) entre
catégories abéliennes ou A admet suffisamment d’injectifs. Nous allons construire une
famille de foncteurs associées a S, R,S : A — C pour n > 0. Les foncteur R,S sont
appelés les foncteurs dérivés a droite de S.

(i) Objets :

Nous prenons une résolution injective de A
N0 4 o1 dh o d 3
E=0-A—-F —FE —FE —F

a laquelle nous appliquons le foncteur S a la résolution réduite E4. Ainsi SE# est un
complexe, non exact en général. On définit

(R,S)A := H,(SE™Y).

(ii) Morphismes :
Si f: A— A est un morphisme, par un résultat dual au théoréme de comparaison,

nous avons un morphisme de complexes f : EA — E* unique, a homotopie prés.
Nous définissons (R"S)f : E* — E* par

(R*S)f = Hu(S]) = (S ).

Expliquons briévement, pourquoi les foncteurs dérivés sont bien définis. Soit P4 et P,
deux résolutions projectives réduites de A. Par le Théoréme 4.17, il existe des morphismes
k:Py— Pyet: Py — Py De plus, Idp, : P4 — P4 et IdP/A : P’y — P, sont
clairement des homotopies. Il suit donc, par I'unicité du morphisme f , & homotopie prés,
(apparaissant dans le Théoréme 4.17), que ki >~ Idp, et tx = Idp, . Ainsi et ¢ induisent
des isomorphismes entre ’homologie de P4 et P’,.

Le lemme suivant est utile

Lemme 4.22. Soit 0 — A’ - A 2 A" —5 0 une suite evacte courte de R-modules. Alors
il existe une suite exacte courte de complexes

0—>Py —Py—Pyr—0

ot Par, Pa, Pan sont des résolutions projectives réduites de A’, A et A" respectivement.

Preuve L'exactitude de la suite de R-modules 0 — A’ 5 A & A" — 0 permet de
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construire le diagramme commutatif suivant :

ot les colonnes de gauche et de droite sont des résolutions projectives de A" et A”. La
colonne du centre et les morphismes qui arrivent et partent de cette derniére sont construits
de maniére inductive, en partant du haut vers le bas, de la maniére suivante : Soit 4, : P —
P! @ P! l'injection canonique et p, : P, @& P’ — P la projection canonique. Expliquons
comment construire le morphisme e. On définit e(xz,y) := (€’'(x),0(y)) pour tout = € P et
y € P ou 6 est choisie de sorte que le diagramme suivant commute :

/"
PO

A—s A" ——0,

p

Comme € et €’ sont surjectifs et que les deux premiers étages du diagramme commutent
(en partant du haut), il suit que € est surjectif. En itérant cette construction, on construit
les étages succesifs. Finalement, on vérifie que la colonne du centre est belle et bien une
résolution de A. Par conséquent,

0—>Py —Py—Pyr—0
Ceci termine la preuve. [

Lemme 4.23. On consideére le diagramme commutatif suivant

0 A’ A A" 0

IR

0 B’ B B” 0.

ot les lignes sont exactes. Soit
(1) 0Py —-Pyg—> Py —)0,
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(2) 0= Qp — Qp — Qp» — 0,

deur suites exactes courtes de complexes ou P ar, P4, Par sont des résolutions projectives
réduites de A'; A et A" respectivement et Qg/, Qg, Qg sont des résolutions ( pas nécessairement
projectives) de B', B et B" respectivement. Alors il existe un diagramme commutatif

0 PA/ PA PAN—>O

o

O%QB’%QB%QB”%O'

ot f, g eth prolongent f, g et h respectivement. De plus, si sj . h so utres prolongements
f, g~

qui rendent le diagramme ci-haut commutatif, alors f ~

Preuve L’existence des deux suites exactes courtes (1) et (2) est garantie par le Lemme
4.22. On peut construire un morphisme f en utilisant de maniéere inductive le Théoreme
4.17. Par la suite, on construit successivement, toujours en invoquant le Théoréme 4.17 de
maniére inductive, le morphisme ¢ suivi du morphisme h. Le résultat suit. [

4.4 Tor

Définition 4.24. Soit B est un R-module a gauche. On considére le foncteur covariant
T = ®gB:Modg — Ab. Nous définissons Tor?( | B) : Modg — Ab comme

Tor®(_,B) := L,T.

. . d d , . .
Concrétement, si P = ... = P, = P, =% Py = A — 0 est une résolution projective de

A, alors
ker(d,, ® 1p)

m(dnJrl & 1B) .

Définition 4.25. Soit A est un R-module a droite. On considére le foncteur covariant

T=A®g :rMod — Ab. Nous définissons torf(A, ): rMod — Ab comme

Tor(A, B) = H,(P4 ®gB) =

torf(A, ) :=L,T.

Concrétement, si Q = ... — Qs EN Q1 % Qo - B — 0 est une résolution projective,
alors

ker(14 ® d,,)
1m<1A &® dn+1) .

torf (A, B) == H,(A®R Qp) =

Remarque 4.26. Nous ne garderons que la notation Tor’(A, B), car, on peut montrer
que
Torf(A, B) ~ torf{(A, B).
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Proposition 4.27. Pour tout R-module a droite A, et a gauche B, nous avons un isomorphisme

Tori (A, B) ~ A®p B.

Preuve Soit P = --- — P, a4, Py & A — 0 une résolution projective de A. Par
définition Tor{ (A, B) = coker (d; ® 1p). L’exactitude & droite de _ ®pz B nous donne la
suite exacte

P, op B 225 porB 225 A9y B — 0.

Nous avons

(P ®rB) (P ®r B)
ker(e® 1)  im(d, ® B)

A®p B ~ ~ coker(d; ® 15) = Tor(A, B).

O

Corollaire 4.28. Soit 0 — A’ 55 A % A" — 0 est une suite evacte dans Modg. Alors il
existe une suite exacte longue :

EEN Tor®(A', B) £ Tor®(A, B) 2 Tor® (A", B) 2%

O N @B A@r B A" @r B — 0

Nous voyons que Tor représente le défaut d’exactitude du foncteur Homg( , B).

Proposition 4.29. Soit T': g Mod — Ab un foncteur covariant additif. Si P est projectif,
alors (L,T)P = 0. En particulier, si P et () sont projectifs, alors pour tout A € r Mod,
B € Modg et n > 1, nous avons

Tor®(P, B) = {0} et Tor®(A,Q) = {0}.

Preuve 1l suffit de prendre Pp =0 et Po =0. O

Corollaire 4.30. Soit
P-—.. PP %P 5%A50

une résolution projective du R-module A. On pose Ky = kere, et K,, = kerd,,, pour tout
n > 1. Alors,

(Lp1T)A ~ (L, T)Ko ~ (Ly 1 T)Ky ~ ...~ (L1 T)K,_1.
En particulier, st A € Modg et B € g Mod, alors

Toer(A, B) ~ Tor®(Ky, B) ~ ...~ Torf(K,_, B).
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Exemple 4.31. Calculons TorZ(Z/nZ, B) ot B est un groupe abélien. Considérons la
résolution projective suivante de Z/nZ vue comme un Z-module :

02" 2% 2/nz 0.

Si on applique le foncteur covariant  ®z B a cette résolution on trouve

05 ZoB M 798 50,

lequel complexe est isomorphe a 0 — B ﬂ> B — 0. Ainsi on trouve

(i) (Z® B)/(nZ ® B) ~ Tor2(Z/nZ, B) = B/nB,
(ii) Tor?(Z/nZ, B) = ker[n]/{0} ~ Bn].
(iii) Tor®(Z/nZ, B) = {0}/{0} ~ 0 si k > 2.

Théoréme 4.32. On considére dans Modg, le diagramme commutatif suivant :

0 A LA P 0
o
0 ' ——=C c" 0
J q

ot les lignes sont exactes. Alors, pour tout R-module B, le diagramme ci-bas commute :

Torf(A', B) S Torf (A, B) 2> Torf (A", B) N Tor (A, B)

| |» | |

Torf(C", B) — Tor’(C, B) — Tor(C", B) o Tor® (C', B).

Un théoréme similaire avec Tor (A, ) est aussi vrai.

Preuve Il s’agit d’'une conséquence directe de la naturalité du Lemme du serpent. On
pourrait aussi utiliser le Théoréme 4.10 en combinaison avec Lemme 4.23. [J

4.5 Ext

Définition 4.33. Ext Covariant. Soit A est un R-module a droite. On considére le
foncteur covariant 7' = Hompg (A, ). On définit

Exth(A, ) := R"T.
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R . d° dt , e
Concrétement, si E=0— B 5 E° 5 EF' 55 E2 5 . est une résolution injective de

B, alors
ker d}

X 1>
im dy

Ext}(A, B) = H"(Homp (4, E")) =
ou d” : Hompg (A, E™) — Homp (A, E"™Y) | f— d"f.
Proposition 4.34. Si A est un R-module & droite, et B un R-module & droite, alors
Homp (4, B) ~ Ext}(A, B).
Corollaire 4.35. Si0 — B' - B & B" — 0 est une suite ezacte dans rMod, alors

0 — Homp (A, B') — Homp (A, B) — Homg (4, B")

— Exth(A, B') — Extp(A, B) — Extp(A, B")
— Exth(A, B') — Ext%(A, B) — Ext%(A, B") —

Nous voyons que Ext représente le défaut d’exactitude, aprés avoir appliquer le foncteur
Hompg (A, ) a une suite exacte courte.

Corollaire 4.36. Si E est un R-module injectif et n > 1, alors

Ext(A, E) = {0}.

0 1
Corollaire 4.37. Soit B€ pMod et E=0 — B 5 E° % B % B2 -5 une résolution
injective de B. Si on définit Vo = imn, et V,, = imd" ! pour tout n > 0, alors

Exty™ (A, B) = Extj(A,Vp) = ... = Extp(A4, Vo).

Théoréme 4.38. On considére dans gr le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont
exactes :

0 B-‘t.p-t. p" 0
R TR
0 C'——=C c" 0
j q

Il y a un diagramme commutatif avec lignes exactes pour tout R-module B,

Ext?, (A, B) —“~ Ext,(A, B) =2 Ext’,(A, B") =2~ Ext’;™' (A, B)

| Jo | |

EXt%(A, Cl) T EXt%(A, C) T EXt%(A, C”) W EXt%—i_l(A’ C,>

Preuve Il s’agit d’'une conséquence directe de la naturalité du Lemme du serpent. On
pourrait aussi utiliser le Théoréme 4.10 en combinaison avec Lemme 4.23. [J
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Définition 4.39. Ext Contravariant. Soit B est un R-module a gauche, et T =
Hompg (_, B). Alors on définit ext,(_, B) :== (R"T).

Concrétement, si P =... — P, LN P a, Py & A — 0 est une résolution projective de
A alors o
" " ~ ker
extz(A, B) = H"(Hompg (P4, B)) = pR—r @

ou d™ : Homg (P,_1, B) = Homg (P,, B), f — fd".
Pour la suite, nous considérerons que les groupes Extz(A, B), car on peut montrer que
Exty(A, B) ~ exth(A, B).
Exemple 4.40. Calculons Ext}(Z/nZ, B) ot B un groupe abélien, et k > 2. La suite

052" 2% 2/mz —0

est une résolution projective de Z/nZ. En appliquant le foncteur Homy (_, B) a cette suite
on trouve

[n]*

0 — Homy (Z, B) — Homyg (Z, B) — 0,

laquelle est isomorphe & 0 — B ﬂ B — 0. Ainsi on trouve

(i) Exty(Z/nZ, B) ~ Homgy (Z/nZ, B) ~ B[n),
(ii) Exty(Z/nZ, B) ~ B/nB,
(iii) Exti(Z/nZ, B) = {0} si k > 2.

4.6 Coéne d’un morphisme de complexes

Définition 4.41. Soit p € Z et (C, d) est un complexe de chaines. On définit C[p] comme
le complexe dont le n-iéme terme est C),, et la n-ieme différentielle est d,, .

Définition 4.42. Soit f : (C,d) — (C',d’) est un morphisme de complexes, alors son
Cone est le complexe Cone( f) défini tel que

(i) son n-iéme terme est Cone(f), = C,_; & C),

(ii) sa n-iéme différentielle D,, : Cone(f),, — Cone(f),_; est définie par

Cn—1 _ _dnfl 0 Cn—1
o = [ ] [
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Comme C, et C' sont des complexes, et f : (C,d) — (C',d') est un morphisme de
complexes, alors

=0.

DD,y = [—dn_l 0} l_dn 0 } _ { d,,_1d, 0

—for dp| | =S dpga] [ aadn —dpfu dpdy g
Ainsi Cone(f) est aussi un complexe.

Lemme 4.43. Soit f : (C,d) — (C',d’) est un morphisme de complexes. Alors on a la
sutte exacte courte suivante :

0 — C' % Cone(f) L C[-1] — 0, (4)
ot i(c') = (0,¢) et j(e, ') = —c. De plus, le morphisme connecteur
H,(C[-1]) % H,a(C)
dans la suite exacte longue correspondante a (4) correspond au morphisme induit f. :

H, 1(C) = H,1(C").

Preuve On ji(¢') = j(0,¢) = 0 et donc imi C ker j. Soit (¢, ') € ker j. alors ¢ = 0 et
donc (0,c") = i(¢'). Par conséquent, ker j = im j. La surjectivité de j et l'injectivité de i
sont claires, ainsi (4) est exacte. On a d,(c,_1) =i, ' Dnjirt(ca 1) et donc

Cn—1 > <_Cn717 0;1) = <_dn71<_cn71)7 d;C; - fn71<_cn71)) — fnflcnfl-

pour tout ¢,_; € C,,_1 et pour tout n > 1. Il suit que le morphisme connecteur de la suite
exacte longue associée a (4) est f,. O

Remarque 4.44. 1l suit du Lemme 4.43 qu'un morphisme f : (C,d) — (C',d’) est un
quasi-isomorphisme si et seulement si le complexe Cone(f) est exact.

4.7 Produit tensoriel de deux complexes

Convention Pour tout le restant du travail, ’anneau R sera supposé commutatif.

Définition 4.45. Soit (C, d), et (C’, d’) deux complexes dans r Mod. Le produit tensoriel
de deux complexes, que 'on note (C®z C', D), est défini par

(CerC)w= P C,@rC,,

p+a=n
et D, : (C®rC"), = (C®rC'),_1 est donné sur les tenseurs simples homogenes par

D, ay ® by dpa, @ by + (—1)Pa, ® dib,
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4.8 Complexes de Koszul

Définition 4.46. Soit (C,d) un complexe dans Comp(grMod). Pour tout r dans R, le
morphisme (multiplication) p” : C — C défini par u! : C, — Cy; u'(¢,) = re, est un
morphisme de complexes .

Définition 4.47. Soit n € Z>;. On fixe x = [z1,...,2,] € R", une suite ordonnée de
n ¢léments de R. Nous définissons (construisons) le complexe de Koszul (K (x)) par
induction sur n. Pour n = 1, on pose

K@)=[0—R" g 0]

Remarquons que la deuxiéme copie de R a droite est placée en degré zéro. Pour n > 2, si
K(2') est défini pour 2/ = [x1, ..., 2, 1], alors on définit K (x) comme

K(z) = Cone(y® : K(«') 22 K (2')).

Par le lemme 4.43, on a la suite exacte courte
0 — K(z') — Cone(p™) — K(2')[-1] — 0.
Ainsi, le complexe de Koszul K (z) s’insére dans la suite exacte courte
0— K(z') = K(z) = K(2')[-1] = 0.
Par la définition du cone d’un morphisme de complexes, on a

KZ(ZL') = Kz(l‘,) &, Ki_l(l‘,)
Kii(x) = Ki1(2') © Ki(2)

De la suite précédente, on peut extraire le diagramme commutatif suivant :

0—— KZ(.’E,) E— K2<.§L’/) ) Ki,1<.l’/> T s Z;1<.CL’/> —0

o &) e

0— K; 1(2) - i1(7') © Kia(2') — K 2(2') —0
ou la différentielle du complexe K (') est notée par d.

Exemple 4.48. Soit z; € R. Alors K(z7) est un complexe concentré en degré 0 et 1. Un
calcul direct montre que

(1) Ho(K(z1)) = R/Ruxy,
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(2) Hi(K(x1)) =anng(xy) :=={r € R:rx; =0} = ((0) : (x1)),
(3) Ho(K(z1)) =0sin> 2.

Nous nous proposons maintenant de définir le complexe de Koszul d’une maniére plus
concrete.

Définition 4.49. Soit n € Z>,. Onfixe x = [x1,...,x,] € R". Nous définissons (construisons)
le complexe de Koszul (T'(z)) par induction sur n. Pour n = 1, on pose

T(x1) =[0 = R Z5 R 0.
Pour n > 2, si T'(2') est défini pour ' = [1,...,x,_1], alors on définit T'(x) comme
T(x) = T(x1) @ T(x2) @p - - - @ T(n).

Proposition 4.50. Soit (C,d) est un complexe et y € R. Alors

K(y) ®r C = Cone(C 1 C).

Preuve Soit {1} une base de K(y)o et {e} une base de K(y);. Ainsi K(y)o = K -1 et
K(y); = K - e. On définit, pour 7 > 1, le morphisme

Vi (K @Cio) @ (T(y)o®@Ci) = Cia @ C;
e®Cci—1 Ci—1
() ()
Comme K (y) est concentré en degrés 0 et 1, il suit que

K(y) ~ Cone(C Iy C)

est un isomorphisme de degré 0 en tant que groupe gradué. Il reste & vérifier que les
différentielles coincident, i.e., qu’il s’agit d’'un morphisme de complexes. On notera par 0
la différentielle du complexe K(y). On rappelle que d correspond a la différentielle de C.
Par définition, la différentielle d’ du complexe K(y) ®r C est donnée par

d; : @ Kp(y) @r Cy — @ Kp(y) ®r Cq
p+q=i ptrg=i—1

Tp ® Cq = Op(1p) @ ¢ + (—1)Prp, @ dy(cy).

Maintenant regardons la différentielle D de Cone(C LN C). Nous avons

Di:Cii®Ci — Cip @ Ci
Ci1 —di—y 0 Ci—1
)= Ci ) (75
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Un calcul direct montre que
eRCi-1\ _  [Ci-1)\ _ —d;i—1 0 i1\ _ [ —di—1cia
DZ\IIZ( 1®Cz ) _Dz ( C; ) N ( [’y] dz) ( C; ) N (dici+yci_1)’
et

g fe®cia) o _ 1. o N —d;_1¢i—1
Vinrd; ( 1®c¢ ) = Vit (y Beat (7l e@dinca +18 dlcl) B (di@ + y0¢_1) '

Le résultat suit. [

Proposition 4.51. Soit z = [z1,...,x,] € R" et n > 1. Alors les définition des complexes
de Koszul K (z) et T'(z) sont équivalentes, i.e., K(z) ~ T(x).

Preuve Pour n = 1 on a clairement T'(z;) = K(x1). Soit n > 2 et 2’ = [x1,...,Zp_1].
Supposons que T'(z') ~ K(z'). Alors, en utilisant la Proposition 4.50, nous obtenons

4.9 Complexe de Koszul associé a une suite réguliére

Définition 4.52. Soit R un anneau et M un R-module. On définit une suite sur M,
de longueur n, comme une collection ordonnée de n éléments de R. On notera une telle
suite sur M par [rq,...,2,] € R" Un élément r € R est dit M-régulier si 'application
[r] : M — M est injective. Une suite ordonnée d’éléments « = [z1,...,2,] dans R est dite
réguliére sur M (on dira aussi une M-suite réguliére) si

() M/(xr, ... 2,)M £0.
(ii) Pour ¢ > 1, z; n’est pas un diviseur de 0 sur M/(xy,...,x;_1)M.

La suite x = [xy,...,7,] est dite maximale sur M si 2’ = [xy,...,2,, T, 1] Dest pas
réguliere sur M quelque soit z,,1 € R.

Remarque 4.53. En général, si [z1, 5] € R? est une suite réguliére sur M alors [z, 1]
n’est pas nécessairement une suite réguliére sur M. Par exemple, on peut prendre I'anneau
R = klz,y,z]/((x — 1)z) et M = R. Alors [z,(z — 1)y] est une suite réguliére sur R.
Cependant, [(z — 1)y, z] n’est pas une suite réguliére sur R, car (x — 1)y est un diviseur de
zéro sur R.
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Définition 4.54. Soit M un R-module et z = [z1,...,2,] € R™ une suite. On définit
K(x,M) := K(z)®r M ou M est placé en degré zéro. En particulier, K (z) = K(z, R). De
plus, pour tout p > 0, on pose K,(z, M) := K(x, M), = (K(x) @ M),.

Exemple 4.55. Soit M un R-module et soit z; € R. Alors K(z1, M) est un complexe
concentré en degré 0 et 1. Un caclul direct montre que

(1) Ho(K (1, M)) = M/ M,

(2) Hy(K(xq, M)) = anny(z1) = ker([x1] : M — M),

(3) Hy(K(z,M))=0sin > 2.

En général, H.(K([z1,z9,...,2.],M))={m e M :x;m =0 pouri=1,...,r}.

Proposition 4.56. Soit |11, 5] € R? une suite sur R (pas nécessairement réguliére) telle
que x1 n’est pas un diviseur de zéro sur R. Alors Hi(K(z1,23)) = (21 : 22)/(z1). En
particulier, si 21 n’est pas un diviseur de zéro, alors [Hy (K (21, x5)) = 0 <= [11, 23] est R-réguliére].

Preuve Exercice. 0O

Définition 4.57. Afin d’alléger la notation, de maniére générale, si M est un R-module et
x = |x1,...,2,] € R" est une suite, on écrira Hy(x, M) plutot que Hy(K (x, M)) pour tout
k> 0.

Soit x = [z1] € R une suite de longueur un sur R et C un complexe de R-modules. On
aimerait maintenant donner une relation précise entre les groupes d’homologie de K (z, C)
et C.

Proposition 4.58. Soit x € R. Pour tout £ > 0 on a la suite exacte courte de R-modules
suivantes :

0 — Ho(z, Hy(C)) — Hy(K(z) ®r C) — Hy(z, H,_1(C)) = 0

Preuve L’injection naturelle ¢+ : R — K(z) (en degré 0) induit une injection de
complexes

CZR@RC%K(ZE)@)RC. (5)

De maniére similaire, la projection naturelle 7 : K(X) — K;(z) ~ R induit un homomorphisme
de complexes

K(z) ®r C — C[-1]. (6)
On obtient donc la suite exacte courte de complexes suivantes

0—C— K(z) ® C — C[—1] = 0.
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La longue suite exacte en homologie nous donne
<. = Hyy (C[-1]) & H,(C) = Hy(K(x) ©5 C) = Hy(C[-1)) % H, ,(C) = ... (7)

L’opérateur de bord 0 : H,(C[-1]) = H,1(C) — H,_1(C) n’est rien d’autre que la
multiplication par x. De (7) on peut extraire la suite exacte courte suivante

0— X, = H),(K(z) s C) = Y,-1 = 0

(i) X, = coker(z : H,(C) — H,(C)) = Hy(z, H,(C)),
(ii) Y, = ker(z : Hy(C) — H,(C)) = Hy(x, Hy(C)).

Le résultat suit. O

Proposition 4.59. Soit (R, m) un anneau local noethérien et z,y € m. Alors Hy (K (21, x2)) =
0 si et seulement si [z, 25 est une R-suite réguliére.

Preuve (<) Comme [x1, 9] est R-suite réguliére, il suit de la Proposition 4.56 que

Hl(K(l‘l, ZL‘Q)) =0.
(=) En posant C = K (z;) et © = x5 dans (7) on peut extraire la suite exacte

Ho(K (1)) B Hy (K (1)) — Hy(K (21, 12)) = 0

En particulier, on doit avoir anng(z;) = zyanng(z;). Par le lemme de Nakayama, ceci
implique que anng(z;) = {0} et donc, z1 n’est pas un diviseur de zéro. Finalement, par la
Proposition 4.56, il suit que [z, z5] est R-réguliere. [J

Proposition 4.60. Soit R un anneau local noethérien. Si x = [z1, ..., z,] est une R-suite
réguliere, alors toute permutation de x est encore une R-suite réguliére.

Preuve Commengons par faire la preuve quand r = 2. Les complexes K(z1,x2) et
K (xq, 1) sont isomorphes. Ainsi si [z, xs] est R-réguliere, Hq(z1, x9) = 0 et donc Hy (K (22, x1)) =
0. Par la Proposition 4.59, il suit que [z, x1] est R-réguliére. Finalement, le résultat suit
par induction sur r. [

Définition 4.61. Un complexe C est dit acyclique sur M si Hy(C) = M et H,(C) =0
si p > 1. Ainsi un tel complexe C correspond & une suite exacte de la forme suivante

.= C, =01 = ... Ci—>Cy— M — 0.
Corollaire 4.62. Soit C un compleze acyclique sur M. Soit x1 un élément M-régulier.

Alors le compleze K(x1,C) = K(21) ®g C est acyclique sur M/x1 M.

Preuve De la Proposition 4.58 on tire que
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(i) Hy(K(z1,C))
(ii) Hi(K(z1,C)) = H,y ( ) = ker([x1] : M — M) = {0} (car x; est M régulier),
(i) Ho(K(x1,C)) = Ho(z1, M) = M/x1 M.

Le résultat suit. O

En itérant le Corollaire 4.62 on obtient immédiatement

Corollaire 4.63. Soit C un compleze acyclique sur M. Soit x = [x1,...,x,] une suite
réquliére sur M. Alors le complexe K(x,C) est acyclique sur M/(xy,...,x,)M.

Proposition 4.64. Soit [z1,...,z,] € R" une suite réguliére sur M. Alors H,(z, M) =0
sip>1.

Preuve Si p = 1 alors Hy(xy, M) = anny(z;) = {0}. Donc la proposition est vraie.
Supposons que p > 1 et que la proposition ait été montrée pour tous les complexes
K(xy,...,2,-1, M) o0 [z, ..., 2,_1] est une M-suite réguliére. On considére la projection
canonique

T K(](.Tl,...,l'r,l,M) — Ho(.’lfl,...,x,w,l,M) = M/(xl,...,xr,l)M = M

Par hypothése, K(xy,...,x,_1, M) est un complexe acyclique sur M/(z1,...,z,_1)M. En
vertu de la Corollaire 4.63, on trouve donc que K (71, ..., 21,2, M) = K(z1, ..., 2,1, M)®
K(x,) est un complexe acyclique sur M /x, M ~ M/(xy,...,z,)M. Le résultat suit. O

Proposition 4.65. Soit R un anneau local et noethérien. Soit M un R-module de type
fini et © = [z1,...,2,] € R une M-suite. Alors les énoncés suivants sont équivalents

(i) x est une M-suite,
(ii) Hy(z, M) =0 pour p > 1,
(i) Hy(x, M) =0.

Preuve Exercice. 0O

4.10 Fonctorialité du complexe de Koszul

Soit x = [z1,...,x,| € R™ une suite de R. Alors le foncteur F : g Mod — Comp(rMod),
M — K(x, M) est exact (ceci provient tout simplement de la commutativité entre la somme
directe et le produit tensoriel). Ainsi, si

0— M — M—M"—0,
est une suite exacte courte alors

0— K(z,M") = K(x, M) - K(xz, M") — 0, (8)
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est encore une suite exacte courte. De (8), on peut évidemment extraire la longue suite
exacte en homologie. De plus, on a un isomorphe naturel ¢ : Hy(x,M) — (R/z) ®r
M = Torf(R/x,M) ot R/x = R/(x1,...,2,). Il suit donc du formalisme axiomatique
d’Eilenberg-Steenrod qu’il existe une unique transformation naturelle ¢ : H;(x, M) —
Torf(R/z, M) qui prolonge .

4.11 Reésolution libre minimale

Pour toute cette sous-section on suppose que (R, m) est un anneau local et noethérien.
La notion de résolution libre minimale est la notion “clé originale” qui permettra de montrer
le critére de Serre pour les anneaux locaux, noethériens réguliers.

Définition 4.66. Soit L et M des R-modules ou L est R-libre. Soit v : L — M un R-
homomorphisme. Alors on dit que u est minimal si les conditions suivantes sont satisfaites

1. u est surjectif,
2. ker(u) C mL.

Remarquons que par le lemme de Nakayama, ceci est équivalent a dire que @: L — M
est bijective ol le symbole ~ correspond a la réduction modulo m.

Définition 4.67. Soit

N S TR =L S N N Ve

une résolution libre de M. On dit que L est une résolution minimale si les applications
L; — ker(d;_;) sont minimales pour i > 0.

Proposition 4.68. Soit M un R-module de type fini. Alors M admet une résolution libre
minimale.

Preuve Exercice. [

Proposition 4.69. Soit [z1,...,x,] une suite R-réguliére. En particulier, zy,...,z, € m.
Alors K(z1,...,x,) est une résolution libre minimale de R/(z1,...,z,).

Preuve Le fait que K(x1,...,2,) est un complexe libre provient directement de la
définition de K(xy,...,x,). Le fait que ce complexe est exact est une conséquence de la
Proposition 4.64. Finalement, le fait que le complexe est minimal provient de 1’observation
que xy,...,r, €m. U

Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

46



Lemme 4.70. Soit (R, m, k) un anneau local , A un R-module de type fini et

Y - SN S N RN
une résolution minimale L de M. Soit
= My 250 2 My S A,

un complexe M satisfaisant les propriétés suivantes :
(i) chaque M; est un R-module libre de type fini
(ii) & : My/mMy — A/mA est injectif.

(ZZZ) Pour tout v > 0, on a DZ(MZ) - mMi_l, et Dz : MZ/mMZ — mMi_l/mQMi_l,
u; +mM; — D;(u;) +m2M;_; est une injection.

Comme M est exact et L est libre, l'identité 1dy; : M — M peut étre étendue en un
homomorphisme de complexes f : M — L. Alors, f est injective et identifie M comme un
facteur direct de L. En particulier, lapplication canonique H;(M ®gk) — Tor®(M, k) est
imjective pour v > 0.

Preuve Voir ’Appendice 1 de [13]. O

5 Dimensions

5.1 Dimension projective d’un module

Définition 5.1. La dimension projective pd,(M) d'un R-module g M, notée par pd, (M),
est le plus petit n € Zx( tel qu’il existe une résolution projective finie

0O—=FP,—---FB—M=0

de M. Si M n’admet aucune résolution projective finie, alors on définit pdg(M) := oc.

Théoréme 5.2. Soit M est un R-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pdg(M) < n.

(2) Ext'o(M, N) = 0 pour tout i > n, et tout R-module N.

(38) Extyt' (M, N) = 0 pour tout R-module N.

(4) Si0 - K — X,y — -+ = Xo =& M — 0 est une suite exacte avec tous les X;
projectifs, alors nécessairement K, _1 est projectif.

Preuve Exercice. [
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Exemple 5.3.
(i) pdg(M) = 0 si est seulement si M est projectif.

(ii) Soit R est un domaine a idéaux principaux, qui n’est pas un corps et M un R-module
quelconque. Alors pd (M) <1 : En effet, pour tout R-module M, il existe une suite
exacte 0 - K — F — M — 0 avec F' libre et K un sous-module d’un module libre.
Comme R est un DIP, il suit que K est libre. Ainsi pdgp(M) <1. O

Théoréme 5.4. Soit (R, m, k) et un anneau local noethérien et M un R-module de type
fini. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pdp(M) <n.
(i4) TorF(M,N) = 0 pour tout i > n, et tout R-module N.
(iii) Tork (M, N) =0 pour tout R-module N.

Preuve Exercice. 0O

Définition 5.5. Soit R est un anneau. On définit la dimension projective globale a
gauche de R comme étant

(-gl proj dim(R) := sup{pdp(M) : M € obj(gkMod)}.

Il résulte directement de la définition de ¢-gl proj dim(R) que

Corollaire 5.6. (-gl proj dim(R) < n si et seulement si Ext’™ (M, N) = 0 pour tout
R-modules M et N.

Théoréme 5.7. Soit R un anneau. Alors

(-gl proj dim(R) := sup{pdg(R/I) : I est un idéal a gauche}.

Preuve Voir Théoréme 11.134 de [11]. O

5.2 Dimension injective d’un module

Définition 5.8. Soit N un R-module. La dimension injective d'un R-module zr N notée

par idg(M), est le plus petit n € Zs( tel qu’il existe une résolution injective finie
0+N—-E"-E' —... 5 E">0

de N. Si N n’admet aucune résolution injective finie, alors on pose idg(N) := oo.

Exemple 5.9.
(i) idr(NN) = 0 si et seulement si N est injectif.
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Théoréme 5.10. St N est un R-module, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) idr(N) < n.
(ii) Exth (M, N) =0 pour tout i > n, et tout R-module M.
(iii) Ext®™ (M, N) = 0 pour tout R-module M.

(iwv) Si0 - N = Xg — -+ = X,,.1 = Q — 0 est une suite exacte avec tous les X;
ingectifs , alors nécessairement () est injectif.

Preuve Exercice. [

Définition 5.11. Soit R un anneau commutatif, local et noethérien. On dit que R est un
anneau de Gorenstein a gauche si gR (R vu comme R-module & gauche) a une dimension
injective finie.

Remarque 5.12. On montrera, a la Section 6, qu'un anneau R commutatif, local, noethérien
et régulier est nécessairement Gorenstein.

5.3 Dimension plate d’un module

Définition 5.13. La dimension plate d’'un R-module z M, notée par fdz(M), est définie
comme le plus petit n € Zx( tel qu’il existe une résolution plate finie 0 — F,, = --- Fy —
M — 0 de M. Si M n’a aucune résolution plate finie, alors fdg(M) = oo.

Théoréme 5.14. Soit M est un R-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) fdg(M) < n.
(i4) TorF(M,N) = 0 pour tout i > n, et tout R-module N.
(iii) Torf (M, N) =0 pour tout R-module N.

(w) Si0— K, 1 — X1 — - — Xg = M — 0 est une suite exacte avec tous les X;
plats, alors K, _1 est plat.

Preuve Exercice. 0O

Le théoréme suivant permet de relier la dimension plate a 1 a dimension projective dans
un cas particulier d’intérét.

Théoréme 5.15. Soit R un anneau commutatif et noethérien. Soit M un R-module de

type fini. Alors pd(M) = fd(M).

Preuve Voir le Théroéme 11.146 de [11]. O
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5.4 Dimension globale & gauche d’un anneau

Théoréme 5.16. Pour tout anneau R, Nous avons

(-gl inj dim(R) = ¢-gl proj dim(R).

Preuve Voir la Section 11.3 de [11]. O

Définition 5.17. Soit R est un anneau. Alors sa dimension globale a gauche (-gl dim(R)
est définie par

(-gl dim(R) := ¢-gl proj dim(R) = (-gl inj dim(R).

Dans le cas ou 'anneau R est commutatif, alors il n’y a pas de distinction a faire entre la
gauche et la droite. Dans ce cas, on posera

D(R) := (-gl dim(R).

Hypothése : Pour le reste du travail, on supposera que 'anneau R est commutatif.

5.5 Dimension de Krull

Définition 5.18. Une chaine d’idéaux premiers de longueur n dans un anneau commutatif
R est une chane d’inclusions strictement décroissantes

Po2P12 ... 2 P

Notons que la longueur de la chaine correspond au nombre d’idéaux dans celle-ci moins
un. Si R est un anneau commutatif, alors sa dimension de Krull, notée par dim(R), est
la longueur de la plus longue chaine d’idéaux premiers dans R. Si R admet des chaines
d’idéaux premiers arbitrairement longues, alors on pose dim(R) = oo.
Exemple 5.19.

(i) Sik est un corps alors dim(k) = 0.

(ii) Si R est un DIP alors dim R = 1.

(iii) Soit R un anneau noethérien et {x1,...,z,} des variables. Alors dim(R|x1, ..., z,]) =

dim R + n.

Définition 5.20. Soit R est un anneau commutatif, et M un R-module. Alors la dimension
de Krull de M est définie par

dim(M) := dimg(M) := dim(R/ anng(M)).
Définition 5.21. Soit P C R un idéal premier. On définit ht(P), la hauteur de P, comme
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5.6 Profondeur d’un module

Lemme 5.22. Soit A et B des R-modules et I = anng(A).
(i) Supposons que I contienne un élément B-régulier, alors Hompg (A, B) = {0}.

(i) Réciproquement, supposons que R soit noethérien et que A et B soient des R-modules
de type fini sur R tels que Hompg (A, B) = 0. Alors I contient un élément B-régulier.

Preuve (i) Soit r € ann(A). Alors ra = 0 pour tout a € A. Ainsi pour tout f €
Hompg(A, B), on a 0 = f(ra) = rf(a) pour tout a € A. Supposons de plus que r soit
B-régulier. Alors 7 f(a) = 0 implique que f(a) = 0 pour tout a € A. Il suit donc que f = 0.
0

(ii) Supposons le contraire. Alors ann(A) C DZ(B) ou
DZ(B) = {r € R:3b € B\{0},rb=0}.

Par hypothése, on a ann(A) C DZ(B) = J,_, P, ou les P, C R sont les idéaux premiers
associés de B. La deuxiéme égalife utilise le fait que B est un module de type fini sur un
anneau noethérien, voir [9]. Par le lemme dévitement pour les premiers, on sait qu’il existe
P := P,,, pour un certain iy, tel que ann(A) C P. Nous affirmons que Ap # {0}. On sait
que A = Ra; + ... Ra,. Par conséquent, il existerait s; € R\ P tels que s;a; =0 et s; ¢ P.
Mais alors s = [[ s; € ann(A) C P; contradiction.

Ainsi Ap # {0}. On désire maintenant montrer que Hompg(A, B) # {0}. Il est donc
suffisant de montrer que Homg, (Ap, Bp) # {0}. On peut donc supposer que (R, P, k) est
un anneau local avec P pour idéal maximal et k pour corps résiduel. Comme P est un
idéal premier associé a B, il existe b € B tel que ann(b) = P et Rb ~ R/P. Ainsi il existe
une application non-triviale ¥ — B donnée par 1 — b. Comme Ap # {0}, le lemme de
Nakayama implique que A # PA. Comme A/PA est un k-espace vectoriel non-trivial, il
existe une fleche non-triviale A - A/PA — k — B. Ainsi Homg(A, B) # {0}. O

Le prochain lemme permet de faire un lien entre les n-extensions et les suites réguliéres.

Lemme 5.23. Soit R un anneau commutatif, A et B des R-modules et [z1,...,x,] € R"
une suite B-réguliere incluse dans ann(A). Posons I = (xy,...,x,). Alors

Hompg (A, B/IB) ~ Exth(A, B).

Preuve la preuve est par induction sur n. On définit I = (0) dans le cas ou n = 0.
Dans ce cas Hompg (A4, B) ~ Ext%(A, B) par 4.34. Pour n > 1, posons I = (x1,...,Zn41),
J = (x1,...,x,), et supposons que zi,...,T,s+1 est une suite B-réguliére dans ann(A).
Nous avons la suite exacte 0 — B s B s B /x1B — 0. La suite exacte longue qui lui est
associée est

Ext’ (A, B) 0% Ext™(A, B) — Ext(A, B/ B) & Ext’ (A, B) 2% ExtnH (A, B).
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Comme z; € ann(A), et que la multiplication commute avec les R-morphismes, (z1). = 0
et il ne reste que :

0 — Ext’(A, B) % Extl(A, B/z1B) — Ext’st' (A, B) = 0.

Par I’hypothése de 'induction, la multiplication B/JB M B/JB est injective vu que
Zp41 est B/JB-régulier. Par I'exactitude de Homp (A, ) & gauche, nous avons

Hompg (A, B/JB) % Homp (A, B/JB)

est injective. Or x,,1 € ann(A); par conséquent [z, 1], = 0. Ceci implique que Hompg (A, B/JB) =
{0}. Comme Homp (A, B/JB) ~ Exty(A, B) par 'hypothése de I'induction Ext (A, B) =
0, alors

Ext”(A, B/a1B) 2 Ext" (A, B)
est un isomorphisme. Par induction, si B’ = B/z; B, alors

Hompg (A, B'/(xa, ... ,2441)B") ~ Extk(A, B/x1B)

et par le troisiéme théoréme d’isomorphisme nous obtenons finalement

Hompg (A, B/IB) ~ Ext(A, B).

O

Proposition 5.24. (D.Rees.) Soit R un anneau noethérien. Soit / C R un idéal et B un
R-module de type fini sur R tel que IB # B. Alors toutes les suites B-réguliéres maximales
dans [ ont la méme longueur a savoir

g = min{i : ExthL(R/I, B) # 0}.

Preuve Soit z1, .. ., x4, une suite B-réguliére maximale dans I. Pour tout: =1,2,..., g,
définissons I; = (x1,...,2;,_1) avec I; = (0). Notons que z; est un élément (B/I; B)-régulier.
Par le Lemme 5.23

Ext% ' (R/I, B) ~ Homg (R/I, B/I;B) = 0

(vu que [; C I = ann(R/I)). Comme z, ..., z, est une suite B-réguliére maximale dans I,
l'idéal I ne contient aucun élément (B/IB)-régulier, et donc par le Lemme 5.22

Ext?,(R/I, B) ~ Homp (R/I, B/IB) # {0}.
0

Définition 5.25. Soit R un anneau noethérien et I C R un idéal. Soit B un R-module de
type fini sur R tel que IB # B. On définit le grade de B dans I par

G(I, B) := la longueur maximale des suites B-régulieres dans I.
Soit (R, m) est un anneau local noethérien. Alors on définit
depthy(B) = depth(B) := G(m, B),

lequel invariant est appelé la profondeur de B.
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Exemple 5.26. (i) Z,) est la localisation de Z par rapport a l'idéal premier (p). Il

s’agit d’un anneau local noethérien commutatif, avec pZ,y comme idéal maximal. On
a depth(Z,) = 1.

(ii) Soit k un corps et A := k[xy,...,z,] od m = (x1,...,2,). Alors A est un anneau
local noethérien. On a depth(A) = n.

La prochaine proposition nous permet de relier la profondeur d’un module a sa dimension
(dimension de Krull).

Proposition 5.27. Soit R un anneau commutatif.

(i) Soit x € R un non-diviseur de zéro. Alors z n’appartient a aucun idéal premier
minimal de R.

(ii) Soit p est un idéal premier dans R et x € p un non-diviseur de zéro. Alors

ht(p/(z)) < ht(p) — 1.

(iii) Soit p € R un idéal premier qui contient une suite R-réguliére [z1,...,74 € R%.
Alors
d < ht(p).
Preuve

(i) Par contradiction. Supposons que z soit un diviseur de zéro tel que = € p tel que p
est premier minimal. Alors £ € R, qui contient qu’un unique idéal premier, & savoir

pR,. Ona {€p= ,/(%), le nilradical de R,. Ainsi § est nilpotent. Par conséquent,
(§)™ = 0 dans R,. Ainsi, il existe r ¢ p (donc r # 0) tel que rz™ = 0. Or x est
non-diviseur de zéro dans R. Par conséquent r = 0. Contradiction.

(ii) Soit h = ht(p/(x)). Alors il existe une chaine d’idéaux premiers dans R/(z) de la
forme

p/() 2p1/(2) 2. pn/(2).

Ainsi, il existe une chaines d’idéaux premiers p 2 p; 2 ...py avec p, 2 (z). Comme
x est non-diviseur de zéro, (i) implique pj, n’est un ideal premier minimal. L'inégalité
suit.

(iii) Par induction sur d > 1. Pour d = 1, si ht(p) = 0, alors p est premier minimal.
Par le (i), il suit que x; € p est un diviseur de zéro. Or cela contredit la régularité
de la suite x = [r1,...,24]. Supposons le résultat vrai pour les suites régulieres de
R de longueur d — 1. Par hypothese, I'idéal premier p contient la suite R-réguliére
[21,...,24]. Ainsi l'idéal premier p/(x) de R/(z) contient la suite R/(x)-régulicre
[Za,...,Z4). Par 'hypothése d’induction, d — 1 < ht(p/(x)). Par (ii), ht(p/(z)) <
ht(p) — 1. Donc d < ht(p).

OJ

Corollaire 5.28. Soit (R, m) un anneau local. Alors depth(R) < dim(R).
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L’inégalité ci-haut motive la définition suivante :

Définition 5.29. Un anneau de Cohen-Macaulay est un anneau local noethérien (R, m)
tel que
dim(R) = depth(R).

La prochaine proposition donne un lien exact entre la profondeur d’un module et sa
dimension projective. En particulier, ceci nous permettra de relier la profondeur de R a sa
dimension globale.

Proposition 5.30. (Auslander-Buchsbaum.) Soit (R, m) un anneau local noethérien
et B un R-module de type fini avec pdg(B) = n < oco. Alors

pdg(B) + depth(B) = depth(R).

Preuve Par induction sur n = pdg(B) > 0. Si n = 0, alors B est R-module de type
fini projectif, alors par 2.35 B est libre. comme B ~ @;ﬂ:l R; ou R; ~ R, et comme Ext
est additif, Ext%(k, B) ~ @], Ext}(k, R) pour tout ¢, (k = R/m est le corps résiduel) ,
donc depth(B) = depth(R). Nous avons une suite exacte

0—-K—>F—B—Q0,
ol F' est un R-module libre de type fini. Sa suite exacte longue est
Ext%(k, F) — BExt%(k, B) — Extif!(k, K) — Extif'(k, F)

par le lemme 5.22 Exty,(k, F') ~ Hompg (k, F) = {0}, comme F est libre, Exty(k, F)) = {0}
pour tout i > 0, par conséquent Ext%(k, B) ~ Extii!(k, K), et donc

depth(K') = depth(B) + 1.

Comme n = pdg(B) > 0, B n’est pas projectif, et pdzp(K) = n — 1. Par I'hypothése de
I'induction pdg(K) 4 depth(K) = depth(R). Donc

depth(R) = pdz(K) + depth(K) = pdg(K) + 1 + depth(K) — 1 = pdz(B) + depth(B)
U

Corollaire 5.31. Soit (R, m) un anneau local noethérien de dimension globale finie D(R).
Alors
D(R) < depth(R).

Preuve Par la Proposition 5.30 on a que pd(M) < depth(R) pour tout R-module M
de type fini. Par le Théoréme 5.7, on trouve donc que D(R) < depth(R). O
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6 Applications aux anneaux locaux noethériens réguliers

6.1 Anneaux locaux noethériens

Proposition 6.1. Soit (R, m, k) un anneau local noethérien.

(i) Les éléments 1, . .., x4 forment un ensemble générateur minimal de m si et seulement
si les classes 7; = x; +m forment une base de m/m?.

(ii) Tous les ensembles générateurs minimaux de m ont le méme nombre d’éléments a
savoir dimy,(m/m?).

Preuve
(i) Soit z1,...,2z4 un ensemble minimal de générateurs de m. En particulier, ’ensemble
X = {&,..., 24} engendre m/m? Supposons que X est linéairement dépendant.

Alors il existe un indice i tel que z; = Ej i riZj, ot r; € k. En particulier, on a
x; € Y i ;rjv; +m? Posons B =3, Rx;. Alors B+m? =m. On a

m(m/B) = (B +m?)/B = m/B.

Par le lemme de Nakayama m/B = 0, et donc m = B. Cela contredit la minimalité
de d. Inversement, soit {Z;,...,T4} une base de m/m? ou 7; = w; + m% Posons
A =3 Rjz;. Siy € m,alors § = > r/Z; pour certains r; € k. Par conséquent,
y € A+m? Comme m = A+ m? il suit que m/A = m(m/A). Par le lemme de
Nakayama, m/A = 0; ceci implique que A = m et donc m = 25:1 Rux;.

(ii) Conséquence du (i).
0J

Proposition 6.2. Soit (R, m) est un anneau local noethérien. Alors

dim(R) < dimy(m/m?).

Preuve Voir [9]. O

6.2 Anneaux réguliers

Définition 6.3. Un anneau local régulier est un anneau local noethérien (R, m) tel que
dim(R) = dimy(m/m?).

Définition 6.4. Un anneau régulier A est un anneau commutatif noethérien tel que A,
est un anneau local régulier pour tout idéal premier p.
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Exemple 6.5. (i) Tout corps est régulier.

(ii) Si (R, m) est un anneau local régulier alors R (le complété de R par rapport a m) est
encore un anneau régulier.

Lemme 6.6. Soit (R,m) un anneau local noethérien. Si v € m — m?, alors R/(x) est
régulier, et dim(R/(z)) = dim(R) — 1.

Preuve Comme R est régulier, dimg(m/m?) = dim(R) = ht(m). Nous avons ht(m)—1 <
ht(m/(z)) < dim((m/(z))/(m/(z))?) = dimy(m/m?)—1 = ht(m)—1, car si z1+ (), ..., 2, +
(x) est un ensemble générateur minimal de m/(z) alors xy,...,2,,z est un ensemble

générateur minimal de m. Donc dim(R/(z)) = ht(m/(z)) = dim((m/(z))/(m/(z))?). O

Proposition 6.7. Soit (R, m) un anneau local noethérien. Supposons que m puisse étre
engendré par une suite R-réguliére [z1,...,x4. Alors R est un anneau local régulier et

d = dim(R) = dimy,(m/m?).

Preuve
d < ht(m) < dimy(m/m?) < d

la premiére inégalité peut étre montrée par induction sur d. Comme ht(m) = dim(R) la
deuxiéme vient de 6.2, et la troisiéme de 6.1 [

Proposition 6.8. Tout anneau local régulier est intégre.

Preuve Par induction sur d = dim(R). Si d = 0, alors R est un corps.

Sid > 0, Soit py, ..., ps les idéaux minimaux de R(comme R est noethérien leur nombre est
fini). Sim—m? C p;U---Up,, alorsm C m?>Up; U---Up,, par conséquent m C p; pour un
certain i (par le lemme d’évitement), et donc d = ht(m) = 0. Ainsi il existe z € m —m? avec
x & p; pour tout i. Par le lemme 6.6 R/(x) est régulier de dimension d — 1. par ’hypothése
de l'induction R/(z) est intégre et donc (x) est un idéal premier, ainsi (x) contient un
idéal minimal p;. Si p; = (0), alors (0) est un idéal premier et R est intégre. Si p; # (0),
pour tout y € p; non nul, il existe r € R tel que y = rz. Comme x ¢ p;, r € p;, et donc
p; C xp; C mp; C p,, qui implique p; = mp;, par Nakayama p; = (0) contradiction. [J

Proposition 6.9. (R,m) est un anneau local régulier si et seulement si m peut étre
engendré par une suite R-réguliére [x1,...,74] ot d = dimg(m/m?). De plus, si R est
régulier, on a nécessairement dimy,(m/m?) = dim(R).

Preuve Par induction sur d = dimg(m/m?). Pour d = 1, comme R est régulier, il est
intégre par la Proposition 6.8. Ainsi m = (z7) ol z; est un non-diviseur de zéro dans R.
Pour I'induction, R/(x;) est régulier de dimension d — 1 par le Lemme 6.6. Ainsi, son idéal
maximal est engendré par une suite R/(z)-réguliére Zo, ..., Zq, et donc zy,...,x4 est un
ensemble générateur de m, qui est une suite R-réguliére. Pour I'inégalité dans 'autre sens
on utilise la Proposition 6.7. [
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6.3 Critére de Serre pour les anneaux locaux noethériens réguliers

Commencons par montrer les deux propositions suivantes :

Proposition 6.10. Soit (R, m, k) un anneau local noethérien et M un R-module de type
fini. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(a) M est libre.
(b) M est projectif.
(c) M est plat.
(d) Torf(M, k) = 0.

Preuve On a clairement (a)=-(b)=-(c)=-(d). Montrons que (d)=-(a). Supposons que
Torf (M, k) = 0. Soit {1, ...,x,} un ensemble d’éléments tels que leurs images forment une
k-base de M /mM. Soit F' le R-module libre ayant {e;,...,e,} pour base. Soit ¢ : F' — M
I’homomorphisme défini par e; — x;. Par Nakayama, I'application ¢ est surjective. On a
donc la suite exacte courte

0—-K—>F—M-—=D0. 9)

ol K est défini comme le noyau de ¢. On va montrer que K est nul. En appliquant le
foncteur ~ ®pg k a (9) on trouve la suite exacte

Tor®(F, k) = 0 — Tor®(M, k) = 0 — K/mK — F/mF % M/mM -0 (10)

Par le choix des z;, on a que ¢ est injective et par I'exactitude de la suite (10) on trouve
donc K/mK = 0. Finalement, en appliquant encore une fois Nakayama, on trouve que
K =0, en particulier M est R-libre. [

Proposition 6.11. Soit (R, m, k) un anneau local noethérien et M un R-module de type
fini. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(a) pdg M <n.
(b) Torf(M, N) = 0 pour tout p > n et tout R-module N de type fini.
(c) Toryy(M, k) =0.

Preuve On a clairement (a)=-(b)=-(c). Montrons que (c¢)=-(a) Soit

0— M, ™ M, ™3 o My ™ M — 0

une suite exacte ot le M; sont libres pour 0 < 7 < n—1. On veut montrer que M, est libre.
On pose Z; := kerd; pour 0 <7 < n — 1. On obtient la famille de suites exactes courtes

O%Zi%Midi—_)IZi_lﬁo
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pour 1 <7 <n— 1. Comme M; est libre, pour 1 < i <n — 1, il suit que
Torf(Zl-, k) = Torfﬂ(Zi,l, k),
pour j > 1. Finalement, remarquons que
Tor{(M,, k) = Tors(Z,—2, k) = ... = Tor}(Zy, k) = Tork, (M, k) = 0.
Il suit, de la Proposition 6.10, que M, est libre. Ainsi pdz(M) <n. O
Théoréme 6.12. Soit (R, m, k) un anneau local noethérien. Alors les énoncés suivants
sont équivalents :
(i) R est régulier.
(i1) gr(R) ~ k[z1,...,2,] ot r = dim(R). Ici gr,,(R) est anneau gradué associé de R
par rapport a l’idéal m.
(#i) La dimension globale projective D(R) < oc.

Si une des trois conditions est satisfaite alors dim(R) = D(R).

Preuve (i) = (i) Résultat classique.

(1) = (4i1) Soit & = [x1,...,x,| un ensemble minimal de générateur de m. Alors de la
Proposition 6.9 on sait que la suite x est R-réguliére. De la Proposition 4.65, on tire que
K(x, R) est une résolution libre de k, i.e.,

0 Koz, B) S ... B Ko(2,B) B kS0

est un complexe exact. Rappelons que que Ky(x, R) = R et € est la projection canonique. Il
suit donc de la définition des foncteurs dérivés Tor; que H;(x, M) ~ Tor;(x, M) pour tout
i > 0. En particulier, Tor}"(k, k) ~ H;(z, k) = K;(z, k) = K;(z) ®g k. Ainsi Tor;"(k, k) ~
Ny k. En particulier, on a Tor?(k, k) = k et TorZ (M, k) = 0. De la Proposition 6.10, on
tire que pdz(M) < n pour tout R-module M de type fini. Du Théoréme 5.7, il suit que

D(R) =n.

(17i) = (i) Posons r := D(R) < oo et n := dim(R) < oo. Notons que du Corollaire 5.28
on sait que r < n. On a pdy R = 0. 1l suit donc de la Proposition 5.30 que depthp R = r.
Soit [z1,...,xs] un ensemble minimal de générateurs de m. de la Proposition 6.2, on sait
que n < s. En vertu du Corollaire 5.28, on sait aussi que r < n. Grace au Lemme 4.70,
on sait que I'application canonique K;(x,k) — Tor;(k, k) est une injection. En particulier,
Torf(k, k) # 0 et donc r > 5. On a donc les inégalités suivantes

n < s <r=depth(R) <n.

Il suit donc que r = n et s = n. Comme s = n, la Proposition 6.9 implique que R est
régulier. [J

Corollaire 6.13.

R régulier = R Gorenstein = R Cohen-Macaulay
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